
４次元多様体内の曲面の変形と写像類群
廣瀬　進 (東京理科大学)∗

1. Introduction
幾何学的トポロジーの研究の様々な場面で，ある多様体の部分多様体となっている曲
面を考察する必要が生じる．曲面の見方としては次の二通りの見方がある：
(1) ただの部分集合と見なす，
(2) 曲面から多様体への写像と見なす．
この二つの見方の間には大きな違いがある．S を曲面，M を 4次元多様体とし，e :

S → M を S の M への埋め込みとする．φ を S 上の恒等写像ではない可微分同相写
像とすると，(1) の見方では e(S) と e ◦ φ(S) とは同じ物であるが，(2) の見方では e

と e ◦ φ とは違う物になってしまう．つまり，(1) と (2) の見方の違いはS 上の可微分
同相写像全体だけあるが，これでは余りにも大きすぎる．一方，幾何学的トポロジー
の研究においては，しばしば isotopic なものを同じと見なすことがあることから，こ
こでも，isotopic な写像を同一視することにする．S 上の可微分同相写像 φ が恒等写
像と isotopic であれば明らかに e ◦ φ は e と isotopic である．問題は，曲面 S の 4次
元多様体 M への埋め込み e と S 上の恒等写像と isotopic ではない可微分同相写像 φ

で e ◦ φ が e と isotopic なものが存在するかどうかであるが，実際に存在する．
Example 1.1. (tube trick) S3× [−1, 1]に埋め込まれた閉曲面の変形を考察する．そ

図 1: Tube trick

の閉曲面上の単純閉曲線 c で，その正則近傍 N がS3 × {0} 内で図 1 の (1) の様であ
るものがあるとする．ここで，N を境界を固定しつつ図 1 の通りS3 × [−1, 1] 内で変
形する．まず，S3 × {0} の中で，N を (1) から (3) の通りにねじる．その後，N 上の
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影のついた annulus A について，N \ int A では t = 0，intA では t > 0 となる様に
変形する．なお， t : S3 × [−1, 1] → [−1, 1] を第 2成分への射影とする．すると，(4)

にある通り，N を A における交差が上下逆になる様に変形できる．最後に，S3 × {0}
の中で，N を (4) から (6) の通りにねじる．これら一連の変形は，c に沿った 2回の
Dehn twist を引き起こす．
Example 1.2. 非特異3次曲線の変形を考察する．2次元トーラス T 2 は，複素平面 C
の格子L0 = Z + Z

√
−1 による商と見なすことが出来る．そこで，℘(z) を 1 と

√
−1

を二つの周期とするWeierstrass の ℘ 関数とする．すなわち，

℘(z) =
1

z2
+

∑

u∈L0\{0}

{
1

(z − u)2
− 1

u2

}
.

と定める．T 2 = C/L0 の各点 [z] に対して，φ([z]) = [1 : ℘(z) : ℘(z)′] と定めること
により，T 2 を複素射影平面 CP 2 = {[x : y : z] | (x, y, z) ∈ C3 \ {(0, 0, 0)}} に埋め込
むことが出来，この埋め込みの像が非特異3次曲線になっている．ここで，格子 L0 を
0 ≤ t ≤ 1 を変形パラメーターとしてZ + Z(

√
−1 + t) と変形すると，それに伴い，非

特異 3次曲線が CP 2 内で変形し，t = 1 で最終的にもとの場所に戻るが，C の実軸方
向の単位区間が定めるT 2 上の単純閉曲線 {[t] | t ∈ [0, 1]} に沿ったDehn twist がひき
おこされる．
本講演では，上記の2例の様な4次元多様体に埋め込まれた閉曲面の isotopic な変形

により引き起こされる閉曲面上の非自明な写像について紹介する．

2. 問題設定
向き付け可能閉曲面 S 上の向きを保つ可微分同相写像全体のなす群をDiff+(S) と表
し，その isotopy 類のなす群をS の写像類群と呼び，M(S) で表す．また，向き付け
不可能閉曲面 S 上の可微分同相写像全体のなす群をDiff(S) と表し，その isotopy 類
のなす群もS の写像類群と呼び，M(S) で表す．なお，ここでは φψ は ψ の後 φ を
作用させるものとする．
§1 では，閉曲面 S の 4 次元多様体 M への埋め込み e : S → M と S 上の可微分同

相写像 φ で，φ 自身は S 上の恒等写像と isotopic ではないが，e ◦ φ が e と isotopic

になる例を紹介したが，このとき isotopy 拡張定理 （例えば，[20] や [46, §3.1]を参照
せよ）より，M 上の可微分同相写像Φ で Φ|S = φ となるものが存在する．そこで，次
のとおり定義する：e を閉曲面 S の微分可能 4 次元多様体 M への微分可能な埋め込
みとする．S 上の可微分同相写像 φ が e-extendable とは，次の図式を可換にする M

上の可微分同相写像 Φ が存在することである．

S
e−−−→ S4

φ

⏐⏐%
⏐⏐%Φ

S
e−−−→ S4.

もしも，φ1,φ2 が互いに isotopic であり，さらに，φ1 がe-extendable であれば，φ2 が
e-extendeble であることがわかる．従って，φ が代表する写像類群M(S) の元 [φ] が
e-extendable であることを，φ が e-exendable であることと矛盾なく定めることがで
きる．なお，以下では，[φ] ∈ M(S) のことも φ と書くこととする．
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Remark 2.1. 上記の Φを可微分同相写像ではなく同相写像とした場合のe-extendability

について Shicheng Wang 氏ら [8, 33] が考察している．
以下では，特に断らない限り対象となる多様体や写像は微分可能なものとする．

3. 写像類群の生成系
3.1. 向き付け可能閉曲面の写像類群の生成系

図 2: The right Dehn twist about c

図 3: Humphries’ generators of M(Σg)

Σg を種数 g の有向閉曲面，すなわち g 個の 2次元トーラスを連結和して得られる曲
面とする．Σg 上の単純閉曲線 c に沿った right Dehn twist とは，図 2に描かれて
いるように，c で Σg を切り開き，1回ねじり，張り合わせることにより定まる Σg 上
の向きを保つ可微分同相写像のことである．写像類群M(Σg) が有限個の Dehn twist

により生成されることがDehn [6] により示され，その後，Lickorish [30] により再度示
された．Humphries [22] は，図 3 に描かれた単純閉曲線に沿った Dehn twist により
M(Σg) が生成されること，さらに，Dehn twist による生成元は 2g + 1 以上必要であ
ることを示した．
写像類群M(Σg) についての基本的な事柄については，例えば，[2], [10], [24]，日本

語の文献としては [43] や近日出版予定の [1] を参照せよ．
3.2. 向き付け不可能閉曲面の写像類群の生成系
Ng を種数 g の向き付け不可能閉曲面，すなわち g 個の実射影平面を連結和して得ら
れる曲面とする．Ng 上の単純閉曲線 c の正則近傍が annulus (resp. Möbius band)で
あるとき c を A-circle (resp. M -circle) と呼ぶ．A-circle c に沿った Dehn twist を tc
と書き，twist のねじりの方向を cのそばの矢印で表すこととする．Lickorish [31, 32]

は，M(Ng) が Dehn twist のみでは生成されず，Dehn twist と Y -homeomorphism

と呼ばれる写像で生成されることを示している．ここで，Y -homeomorphism の定義
をする：m を M-circle，a を A-circle で，互いに一点で横断的に交わっているものと
する．K ⊂ Ng を m ∪ a の正則近傍，すなわちm の正則近傍である Möbius band と
a の近傍である annulus の plumbing とする．このとき，K は一つ穴のあいた Klein

bottle と同相である．図 4の様に，K の境界を固定しつつ M を a に沿って一周させ
るNg 上の同相写像 Ym,a を Y -homeomorphism と呼ぶ．
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図 4: M with circle indicates a place where to attach a Möbius band

Chillingworth [5] はM(Ng) が有限生成であることを示しており，具体的に生成系を
求めている. 一方，Birman と Chillingworth [3] はNg の向き付け可能な 2重被覆への
写像の持ち上げを用いた議論によりM(Ng) の有限生成系を求めている．本講演では，
Szepietowski [44] による次の生成系を用いる．
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図 5: Generators for M(Ng).

Theorem 3.1. [44, Theorem 3.3] a1, . . . , ag−1, bj (1 ≤ j ≤ g/2), mg−1 を図 5のとお
りの Ng 上の単純閉曲線とする．このとき，ta1 , . . . , tag−1 , tbj (1 ≤ j ≤ g/2), Ymg−1,ag−1

がM(Ng) を生成する

4. 標準的な埋め込みについて
4.1. 向き付け可能な場合
3次元球体に g 個の 1-handle を接合して得られる向き付け可能コンパクト３次元多様
体 Hg を3次元ハンドル体と呼ぶ．細川藤次氏と河内明夫氏 [21]によりHg の S4 への埋
め込みの像はup to isotopy で一意であることが示されている．埋め込み st : Σg → S4

の像 st(Σg) がS4 に埋め込まれた 3次元ハンドル体 Hg の境界であるとき，st を標準
的な埋め込みと呼ぶ．
閉曲面 Sの単連結な閉4次元多様体M への埋め込み eが，任意のX ∈ H2(M ; Z)につ

いてe(Σg)·X = X ·X mod 2を代数的交点数 ·に関して満たすとき，eがcharacteristic
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であるという．S が向き付け可能のとき Rokhlin [39] により 1，S が向き付け不可能な
場合を含む形でGuillou と Marin ([11], [35])により，二次形式 qe : H1(Ng; Z2) → Z4

が定義された: C を S にはめ込まれた閉曲線とし，D を M にはめ込まれた向き付け
可能曲面で ∂D = e(C) かつ Ng と接しないものとする．D の法バンドルを νD とする
と，νD|e(C) は solid torus でありνD の自明化をもとに自明化がなされているものとす
る．なお，この自明化は νD の自明化のとり方によらないことが知られている．NNg(C)

を Ng における C の正則近傍とすると，e(NNg(C)) は νD|e(C) 内のねじれた annulus

もしくはMöbius band になっており，n(D) で上記で与えたνD|e(C) の自明化のもとで
の e(NNg(C)) の右半ねじりの回数を表す．D · e(Ng) を D と e(Ng) の mod-2 交点数，
Self(C) を C の mod-2 自己交点数，2× を 2× [n]2 = [2n]4 で定まる単射Z2 → Z4 と
する．このとき，n(D)+2×D ·e(Ng)+2×Self(C) (mod 4)は C の mod-2 homology

類 [C] のみに依存することが知られており，写像 qe : H1(S; Z2) → Z4 を

qe([C]) = n(D) + 2 × D · e(F ) + 2 × Self(C) (mod 4).

で定める．この写像 qe が次の等式を満たすことに注意しておく．

qe(x + y) = qe(x) + qe(y) + 2 × (x · y)2,

ここで，(x · y)2 は x と y の間の mod-2 交点数である. また，qe の定義より，φ ∈
Diff+(Σg)がe-extendableならば φが qe を保つこと，すなわち，任意の x ∈ H1(Σg; Z2)

に対して qe(φ∗(x)) = qe(x) が成り立つことがわかる．
標準的な埋め込み st : Σg → S4 は，H2(S4; Z2) = 0 より characteristic であるので，

qst が定まっており，上記の考察よりφ ∈ Diff+(Σg) が st-extendable ならばφ が qst を
保つことがわかるが，逆も成立する．
Theorem 4.1 ([36] (g = 1), [14] (g ≥ 2)). Σg 上の向きを保つ可微分同相写像 φ が qst

を保つことは，φ が e-extendable であるための必要十分条件となっている．
この定理は，[7]，[27] や [28] の結果等をもとに，qst を保つM(Σg) の部分群の有限

生成系を具体的に求め，それらが st-extendable であることを確かめることにより示さ
れた．
4.2. 向き付け不可能な場合
4次元球面 S4 = D4 ∪ D4 内の S3 = ∂D4 の正則近傍を S3 × [−1, 1] と表す．埋め込
み os : Ng ↪→ S4 について os(Ng) ⊂ S3 × [−1, 1] が図 6の様になっているとき，os を
o-standard と呼ぶ 2．[21, Definition 3.5.1]において, os(Ng) は unknotted belonging

to the knot type of Fg−[g/2],[g/2] と呼ばれている．なお，[t] は n ≤ t を満たす最大の整
数のことである．

1松本幸夫先生が集中講義「４次元多様体の初等的病理現象について」（1997年，奈良女子大学）で
Rokhlin の 2次形式が well-defined であることや Rokhlin の定理をまさに目に見えるような形で証明
された時の講義ノートがhttp://www.math.nara-wu.ac.jp/personal/tsuyoshi/1997/yukio/yukio.htm
からご覧いただけます．

2当初は t = 0 における band の向きが全て同じである “p-standard” 埋め込み（“p” は “parallel” を
意味する）について考察していたが，なかなか上手くいかなかった [16]．とある研究集会やセミナー
で，河内明夫先生や高瀬将道氏から，ここで定義した曲面について議論するようにアドバイスを頂き
考えたところ，Theorem 4.2 を示すことができた．“p-standard”の前に考えるべき埋め込みであった
ので，“o-standard”と名付けた．
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図 6: The motion picture of the o-standard embedding of Ng into S4.

この埋め込み os : Ng → S4 は characteristic であり，図 6で定められた H1(Ng; Z2)

の基底 {x1, . . . , xg} に対して qos(x2i−1) = +1, qos(x2i) = −1 が成り立っている．2次形
式 qos の定義よりφ ∈ Diff(Ng) が os-extendable ならばφ が qos を保つことがわかる
が，逆も成立する．
Theorem 4.2. [17, Theorem 1.2] Ng 上の可微分同相写像 φ が qos を保つことは，φ
が os-extendable であるための必要十分条件となっている．
この定理も，[38] や [45] の結果等をもとに qos を保つM(Ng) の部分群の生成系を

具体的に求め，それらが os-extendable であることを確かめることにより示された．な
お，M(Ng)の部分群で H1(Ng; Z2)への作用が自明であるもののなす部分群 Γ2(Ng)の
有限生成系が [45] で求められているが，最近，佐藤正寿氏と筆者 [18] により，Γ2(Ng)

のアーベル化と最小生成系が求められた．

5. 4 次元多様体内の flexible 曲面
この節では主として安原晃氏との共同研究 [19] について述べる．
閉曲面 S の単連結 4次元多様体 M への埋め込み e が flexible とは，任意の φ ∈

M(S) が e-extendable であることである．例 1.2から直ちにわかるとおり，CP 2内の
非特異3次曲線は flexible である．さらに，[15]で，CP 2内の非特異4次曲線や自明な
Σg の埋め込みが flexible であることが示されている．なお，n > 3 が奇数の場合，非
特異 n 次曲線は characteristic であるためflexible にはならないが，n > 4 が偶数の場
合，非特異 n 次曲線がflexible かどうかは筆者の知る限り未解決である．一方，S4 内
の閉曲面は必ず characteristic であることから，種数１以上の有向閉曲面の S4 への埋
め込みは flexible ではない．S4 以外の 4 次元多様体への flexible な埋め込みの存在に
ついて次の定理を示した．
Theorem 5.1. [19, Theorem 3.1] 4次元多様体 M が CP 2, CP 2, S2 × S2, 楕円曲面
E(n)，もしくは，それらの連結和とすると，任意の閉曲面 S の M へのflexible な埋
め込みがある．
上記の定理における 4次元多様体内に，2つの横断的に交わる 2次元球面で 1点で横

断的に交わるものが存在し，その交点の正則近傍は，下記の定理の条件を満たす 4次
元球体であることから上記の定理が従う．
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Theorem 5.2. [19, Theorem 3.3 and 3.4] M を 4次元多様体，D4 を M 内の 4次元
球体とし，さらに，H を ∂(M \ intD4)内の Hopf link（定義は，Example 5.3 を参照）
とする．もしも H が M \ intD4 内の交わらない 2 枚の円盤の境界となっているなら
ば，任意の閉曲面 S の M へのflexible な埋め込みがある．
上記の定理は，実際に flexible な埋め込み e : S → M を構成することにより示さ

れた．例えば，S = Σg の場合は次の様に構成する．まず，3次元ハンドル体 Hg を
∂(M \ intD4) = S3 へ標準的に埋め込む，すなわち，∂(M \ intD4) \ Hg の閉包が Hg

と同相であるように埋め込む．∂Hg 上の任意の点 p の ∂(M \ intD4)における近傍B3

図 7:

をとり，図7の様に∂Hg \ intB3 に1回ねじれた band を接合して出来た曲面をS ′ と呼
ぶ．∂S ′ は ∂(M \ intD4) におけるHopf link であるから，定理の仮定よりM \ intD4

内の2つの円盤D1 と D2 で ∂(D1 ∪ D2) = ∂S ′ となるものがある．S ′′ = S ′ ∪ D1 ∪ D2

とし，e を Σg の M への埋め込みで e(Σg) = S ′′ となっているものとする．図 3の各

図 8:

単純閉曲線 c を D1 もしくは D2 の上を滑らせることにより，図8の様に，c の近傍を
Hopf band とすることが出来る．下記の Example 5.3 により c に沿った Dehn twist が
e-extendable であることがわかる．これより，e が flexible であることが示された．
Example 5.3. (Hopf band trick) 図9 にある通り S3 内に埋め込まれたアニュラス

図 9:

をHopf band と呼び，その境界として定まる絡み目を Hopf link と呼ぶ．この Hopf

band（したがって Hopf link )には二通りのものがあるが，ここでは区別しない．Hopf

link は，Hopf band をファイバーとし，core となっている閉曲線 c に沿った 1回の
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Dehn twist をモノドロミーとする fiber link である．すなわち，S3 上の同相写像 f で
f(B) = B，f |B = tc となり恒等写像 idS3 と isotopic なものが存在する．ここで，B

を4次元球体 D の境界 S3 内の Hopf band，B の内部を D4 の内部へ押しこんだもの
を B′，その core を c とする．f と idS3 との間の isotopy を利用することによりD4

の同相写像 φ で恒等写像 idD4 と isotopic でありφ∂D4 = id∂D4，φB′ = tc となるもの
を構成できる．
さらに，単連結な 4次元多様体内のいかなる閉曲面もup to “stabilization”で flexible

だとわかる．すなわち，
Theorem 5.4. [19, Theorem 4.1] 閉曲面 S の単連結な 4 次元多様体 M への任意の
埋め込み e に対して，その stabilization (M#S2 × S2, e(S)#S2 × {p}) は flexible で
ある．
この定理は，S上の任意の単純閉曲線 c に対して，それを境界とする埋め込まれた

円盤をとり，Norman-鈴木 trick ([37],[42]) を用いることで c の D における正則近傍の
ねじれている回数を 1回に調整し，Hopf band trick (例 5.3) を適用することにより示
される．

6. S4 内の knot した曲面の場合，および，Dehn filling について
以上では，4次元多様体内のある意味で unknotted な曲面を扱っていた．Knot した曲
面 （ ̸= S2, RP 2）について同様の問題があるが，現時点では，筆者の知る限り，結び
目の spun や twisted spun についてのみ結果が得られている．なお，結び目 (S3, k) の
spun や twisted spun とは，p ∈ S3 \ k について (S3 × S1, k × S1) を p × S1 で手術
する，すなわち p × S1 の近傍 D3 × S1 を S2 × D2 で置き換えることによって得られ
る S4 内の 2次元トーラス T 2 の埋め込みである．トーラス結び目の spun や twisted

spun 上の同相写像の extendability については岩瀬順一氏による結果 [26] があり，筆
者は [13] で一般の結び目の spun や twisted spun に拡張した．

Σg の埋め込み e : Σg → M について，S = e(Σg), S の M における正則近傍を
N(S)，E(S) = M \ int N(S) と表す．∂N(S) から ∂E(S) への向きを逆にする同相写
像を f と表し，M(S, f) = E(S)∪

f
N(S) と定め，S に沿った f による Dehn filling と

呼ぶ．岩瀬順一氏 [25, 26] はトーラス結び目の spun や twisted spun に沿った Dehn

filling について考察している．一方，M 内の曲面 S について M = M(S, f) が任意の
f に対して成り立つとき，reflexive と呼ばれ，佐藤好久氏 [40] は S2 × S2 内に無限
個の reflexive な球面の埋め込みを構成している．さらに，g ≥ 2 の場合，Hillman 氏と
河内明夫氏 [21] が任意の埋め込み e : Σg → M が reflexive であることを示している．

7. 未解決問題
Problem 7.1. Σg 上の有限位数の写像 φ で qst を保つものに対して，S4 上の有限位
数の写像 Φ で st(Σg) を集合として保ち，Φ|st(Σg) = φ となるものが存在するか？

[この問題は，Darryl McCullough氏や山田裕一氏からの筆者への質問を元に設定し
た．いわば，曲面結び目版 Nielsen 実現問題．]

Problem 7.2. 埋め込み e : Σg → S4 に対して

E+(e) = {φ ∈ M(Σg) |φ は e-extandable である}.
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と定める．qe と qst の Arf不変量が一致することから，qe と qst は同値であり，E+(e)は
M(Σg)[qst] の部分群とみなせる．どのようなM(Σg)[qst] の部分群 S に対してE+(e) =

S となる埋め込み e が存在するか？
[H1(Σg; Z2)への作用に関して，上記と同種の問題を川見将広氏 [29]が考察している．]

Problem 7.3. Theorem 5.2 の条件をみたす 4 次元多様体 M にたいして，X を
H2(M ; Z) characteristic ではないと仮定する．この時，十分大きな g に対して flexible

な埋め込み e : Σg → M で [e(Σg)] = X ∈ H2(M ; Z) となるものが存在するか？
Problem 7.4. 任意の単連結で微分可能な閉 4 次元多様体 M で S4 と同相でないも
のに対し，任意の閉曲面の flexible な埋め込みが存在するか？

[ もしも 11/8 予想 [34] が正しければ，M はCP 2, CP 2, S2 × S2, K3曲面や 逆の向
きが入ったK3曲面の連結和と homeomorphic である（例えば，[41] の 247 ページを
参照せよ）．]

Problem 7.5. 単連結で微分可能な閉 4 次元多様体 M への閉曲面 S の埋め込み e に
ついて，もしも φ ∈ M(S) が e-extendable であるならば e ◦ φ は e と isotopic か？

[M = S4 の場合は，Cerf [4] と同様の議論により，肯定的に解決できることが，佐
伯修氏により指摘されている．]
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