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記号について補足する. |q|<1 なる q∈C に対し

(x; q):=
∏
n≥0

(1−xqn) (x∈C), θq(x):=(x; q)∞
(
qx−1; q

)
∞ (x∈C\{0})

とおく. オイラー微分を Dx=x
∂

∂x
と書き Ek(x; q):=−Dx

klogθq(x) (k∈Z>0) とおく. |q|<1, |p|<1

なる q, p∈C に対し

(x; q, p)∞:=
∏

m,n≥0

(1−xqmpn), (x∈C), Γq,p(x):=

(
qpx−1; q, p

)
∞

(x; q, p)∞
(x∈C\{0})

とおく (Γq,p(x) は楕円ガンマ関数と呼ばれる).

N を自然数, β を複素数, p を |p|<1 なる複素数とする. 楕円 Calogero-Moser 系のハミ

ルトニアン HCM
N (β, p) を次で定める :

HCM
N (β, p):=

N∑
i=1

Dxi

2−β(β−1)
∑

1≤i ̸=j≤N

E2(xi/xj ; p).

ここで次のことが知られている : ΨN (x;β, p):=
∏

1≤i ̸=j≤N

θp(xi/xj)
β/2 とおくと

HCM
N (β, p)ΨN (x;β, p)={2NβDp+CN (β, p)}ΨN (x;β, p). · · ·(∗)

ここで CN (β, p) は N , β, p で決まるある複素数である. ここで, 上の (∗) の右辺に

Dp=p
∂

∂p
が現れていることに注目してほしい. これは, 楕円 Calogero-Moser 系の解とし

て, 楕円モジュラス p の無限小変形を伴うものが存在することを意味する.

N を自然数, q, p を |q|<1, |p|<1 なる複素数, t∈C\{0} とするとき, 楕円 Ruijsenaars 系

のハミルトニアン HR
N (q, t, p) は次で定義される :

HR
N (q, t, p):=

N∑
i=1

∏
j ̸=i

{
θp(txi/xj)θp(qt

−1xi/xj)

θp(xi/xj)θp(qxi/xj)

} 1
2

Tq,xi

(
Tq,x は Tq,xf(x)=f(qx)

と働く q-シフト作用素

)
.

ここで ΨN (x; q, t, p):=
∏

1≤i ̸=j≤N

{
Γq,p(txi/xj)

Γq,p(xi/xj)

}1/2

とおくと

HR
N (q, t, p)ΨN (x; q, t, p)=t

−N+1
2

N∑
i=1

∏
j ̸=i

θp(txi/xj)

θp(xi/xj)
ΨN (x; q, t, p) · · ·(∗∗)

が成り立つ. ここで t=qβ とおいて適当に q→ 1 とすると, 上の (∗∗) から (∗) が得られ
る. よって, (∗∗) の中には, 楕円モジュラス p の何らかの意味での差分変形を引き起こす

作用素が含まれている可能性がある. この点について, 楕円 Calogero-Moser 系の知見や,

Felder-Varchenko らが提唱した「q-KZB heat equation」の理論などを参考にして研究を

進める.


