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𝛽 > 1 とする。Frougny と Solomyak は次の 3 つの有限性条件を提案した。 

(F1)   ℕ ⊂ Fin(𝛽) 

(PF)   ℤ≥0[𝛽−1] ⊂ Fin(𝛽) 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ℤ≥0[𝛽−1] = {∑ 𝑎𝑘𝛽−𝑘

𝑛

𝑘=1

 | 𝑎𝑘 ∈ ℤ≥0} 

(F)   ℤ[𝛽−1]≥0 ⊂ Fin(𝛽) 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ℤ[𝛽−1]≥0 = {∑ 𝑎𝑘𝛽−𝑘

𝑛

𝑘=1

 | 𝑎𝑘 ∈ ℤ} ∩ [0, ∞) 

ここに Fin(𝛽) は有限ベータ展開をもつ非負数 𝑥 の全体である。𝛽 ∈ (F1)  なら、𝛽 は Pisot 数と呼ばれる代数的整

数となることが知られており、また 𝛽 が代数的整数のときは ℤ[𝛽] ⊂ ℤ[𝛽−1] が成り立つため、(PF)は ℤ≥0[𝛽−1] =

Fin(𝛽) と、(F)は ℤ[𝛽−1]≥0 = Fin(𝛽) と同値である。これらをまとめると次のようになる。 

 𝛽 のクラス Fin(𝛽) の代数構造 (F)となるための条件 (PF)となるための条件 

(F1) Pisot 数 ？ ？ ？ 

(PF) Pisot 数 和・積に関して閉 𝑑𝛽(1) が有限 ― 

(F) Pisot 数 和、積、差に関して閉 ― ― 

ただし、差に関して閉とは、𝑥, 𝑦 ∈ Fin(𝛽) (𝑥 < 𝑦) なら 𝑦 − 𝑥 ∈ Fin(𝛽) となるときに言う。 

表からも分かるように(F1)については未だ詳しく分かっていない。しかし最近、私は 𝛽 ∈ (F1) ∖ (PF) となる 𝛽 

を発見した。そこで今後、(F1)に関する性質について以下のテーマに取り組む所存である。 

1. (𝐅𝟏) の必要十分条件について 

代数的整数 𝛽 > 1 の最小多項式を 𝑥𝑑 − 𝑎𝑑−1𝑥𝑑−1 − ⋯ − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 とし、𝒍 = (𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑑−1) ∈ ℤ𝑑−1 に対し 𝜏 を 

𝜏(𝒍) ≔ (𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑑−1, −⌊𝜆(𝒍)⌋) 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝜆(𝒍) = 𝒍 ⋅ (𝑎0𝛽−1, 𝑎1𝛽−1 + 𝑎0𝛽−2, ⋯ , 𝑎𝑑−2𝛽−1 + ⋯ + 𝑎0𝛽−𝑑+1) 

と定義する。ここに ⋅ は内積である。このとき、𝜏 はベータ変換 𝑇 に対応する ℤ𝑑−1 上の変換で shift radix system 

(SRS)と呼ばれる。特に {𝜆}(𝒍) ≔ {𝜆(𝒍)} とすると、 𝜏 は可換図式 

ℤ𝑑−1
𝜏

→ ℤ𝑑−1

{𝜆} ↓ ↓ {𝜆}

Fin(𝛽) ∩ [0,1)
𝑇
→ Fin(𝛽) ∩ [0,1)

 

を満たす。よって 𝐹𝛽: = {𝒍 ∈ ℤ𝑑−1 | ∃𝑘 ≥ 0; 𝜏𝑘(𝒍) = 𝟎} とおくと, {𝜆}(𝐹𝛽) ⊂ Fin(𝛽) ∩ [0,1) が成り立つ. 次に 

𝑄𝛽 ≔ {𝒍 = (𝑙1, ⋯ , 𝑙𝑑−1) ∈ ℤ𝑑−1|∃{𝒍𝑛}𝑛=1
𝑁   𝑠. 𝑡.  𝒍𝑁 = 𝒍,   𝒍𝑛+1 ∈ {𝜏(𝒍𝑛), 𝜏∗(𝒍𝑛)} & 𝒍1 = 𝒆}  

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝒆: = (0, ⋯ ,0,1) ∈ ℤ𝑑−1 & 𝜏∗(𝒍): = −𝜏(−𝒍) 

とおく。このとき、𝛽 が Pisot 数なら 𝑄𝛽 は有限集合となることが知られている。最近の研究で、私は、 

𝜏𝛽
−1(𝑃𝛽) ⊂ 𝑃𝛽   &  {∑ 𝑎𝑘𝜏𝑘(𝒆)

𝑟

𝑛

|𝑎𝑘 ∈ ℤ≥0} ∩ [−𝛿, 𝛿]𝑑−1 ⊂ 𝐹𝛽   

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑃𝛽: = {𝒍 ∈ 𝑄𝛽| ∃𝑘 > 0; 𝜏𝛽
𝑘(𝒍) = 𝒍}  &  𝛿 ≔ max{|𝑙𝑗| | (𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑑−1) ∈ 𝑃𝛽} 

が (F1) の十分条件となることを発見した。そこで現在、私はこの条件が 𝛽 ∈ (F1) ∖ (PF) であるための 𝛽 の必要十

分条件ではないかと予想しており、今後はこの予想の解決に向けて研究を続けるつもりである。 

2. 𝜷 が (𝐅𝟏) を満たすときの 𝐅𝐢𝐧(𝜷) の代数構造について 

上の表からも分かるように、𝛽 ∈ (F1) であるときの Fin(𝛽) の代数構造は分かっていない。しかし、私は 𝛽 ∈ (F1) 

のときに Fin(𝛽) が積で閉じるのではないかと予想している。そこで今後は、この予想の解決にも取り組む所存で

ある。また同時に、ℤ[𝛽−1] 上の積を SRS 上で表現し、Fin(𝛽) が積で閉じることの必要十分条件についても考察

を行う。 


