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N.Ghoussoub-F.Robert [∗∗]らは, 重みを伴う斉次 Sobolev不等式, Hardy-Sobolevの不等式に対し, 原点が
領域の境界に存在し, かつ原点における平均曲率が負の場合において, 最良定数を達成する極値関数の存在を証
明した. このことは, 対応する Euler-Lagrange方程式を考慮し, 次の楕円型方程式の正値解の存在を保証する :{

∆u + u2∗−1

|x|s = 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(1)

ここに, n ≥ 3, 0 < s < 2, 2∗ = 2(n−s)
n−2 及び Ωは Rn の有界領域とする. 彼らの結果を踏まえ, 我々は 2種の臨

界項を含む次の楕円型方程式の正値解を構成した (論文 [5, 8]) :{
∆u + µu2∗−1

|x|s + u
n+2
n−2 = 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(2)

ここに, n ≥ 3, 0 < s < 2, 2∗ = 2(n−s)
n−2 及び Ωは Rnの有界領域, 0 ∈ ∂Ωとし, 原点における平均曲率は負とす

る. [8]では方程式に対応する Hardy-Sobolev型不等式を考察し, その極値関数として可解性を示したが, この
場合, 正定数 µは同不等式の最良定数から決定される“ ある µ”であるのに対し, [5]では方程式 (2)に対応す
る変分量を考え, Palais-Smale条件なしの峠の補題と共に, 原点での平均曲率が負であることを用いて“任意の
µ”に対して正値解を構成した. これらの事実を踏まえ, 私が考える今後の研究計画を述べる.

(i) これまで方程式 (1)及び (2)の可解性をDirichlet条件下で考察したが, 同様の問題をNeumann条件を付し
て考えたい. 即ち, 例えば (1)に対応して次の方程式を調査する :{

∆u − u + u2∗−1

|x|s = 0 in Ω,
∂u
∂ν = 0 on ∂Ω.

(3)

方程式 (3)の可解性を不等式の最良定数に対する最小化関数を捉えることで証明する立場を取れば, この場合,
必然的に次の変分量を考察する必要がある :

inf
{ ∫

Ω

|∇u|2dx +
∫

Ω

|u|2dx
∣∣∣ u ∈ H1(Ω) 及び

∫
Ω

|u|2∗

|x|s
dx = 1

}
.

ここに, 扱う Sobolev空間は境界条件無しのH1(Ω)であり, それは Neumann条件に対応する.

(ii) 2つ目の研究課題としては, 方程式 (1)及び (2)において Dirichlet条件下, もう 1つの臨界値 s = 2の場
合に同様の問題を考えたい. 同問題に挑戦する際, s < 2のときと異なり, 状況を困難にする点の 1つは解の正
則性にあると言える. そのことを以下概説する. 下記の参考文献, K.S.Chou-C.W.Chu [∗]及び N.Ghoussoub-
F.Robert [∗∗] において, s < 2の場合, Moser型 Iteration-Methodを基に方程式 (1)及び (2)の解は u ∈ L∞(Ω)
となることが示された. 一旦これが証明されれば, 古典的楕円型評価及び Sobolev定理から u ∈ C1(Ω)が導か
れる. 一方, 臨界ケース s = 2 においても彼らの手法は有効であり, 関数の有界性が示されるが, この場合, 対応
する重み 1

|x|2 の特異性より, s < 2と同様に解の原点での連続性 (及び微分可能性)を得ることができない. こ
の点が s < 2及び s = 2の決定的な相違点と私は考える. したがって, s = 2の場合には, 如何にして解の原点
での挙動を探るかが今後の研究課題と言える.
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