
これまでの研究成果

綾野孝則

1. telescopic曲線のシグマ関数

楕円シグマ関数は次の重要な性質を持っている。1. 任意の楕円関数はシグマ関数の対数微分で定義され
る ℘関数とその微分 ℘′の有理関数で表せる。2. ℘と ℘′によりWeierstrassの標準形で表された楕円曲線上
の点をパラメトライズできる。Kleinは超楕円曲線に対してこの２つの性質の類似を満たす多変数シグマ関
数を導入した。さらにBakerは種数が 2,3の超楕円曲線に対して、シグマ関数の高階の対数微分を 2,3階の
対数微分で表わす公式を得た。これらの関係式はKdV方程式やKP方程式などの数理物理の重要な微分方
程式になっている。即ち、それらの解がシグマ関数で書ける。近年、Buchstaber, Enolski, Leykinにより、
超楕円曲線を含む (n, s)曲線と呼ばれる代数曲線にまでシグマ関数は一般化された [1]。さらに [5]で、(n, s)
曲線のシグマ関数の原点における級数展開の係数が定義方程式の係数の有理数係数の多項式になるという性

質が示されている。この性質がシグマ関数とテータ関数の一番の違いであり応用上重要になる。例えば代数

曲線を用いて可積分系を構成し、その解がシグマ関数で書けたならば、代数曲線の定義方程式の係数を 0に
持っていき曲線を退化させたとき、解がどのような関数に退化していくかということもよく分かる。本研究

では、(n, s)曲線より一般の telescopic曲線 [4]にまでシグマ関数を一般化し、そのシグマ関数も同様の級数
展開の性質を満たすことを示した (論文リスト 1-3,4)。また [6]の結果を一般化して、telescopic曲線のシグ
マ関数の加法公式を導出した (中屋敷氏との共同研究、論文リスト 1-4)。

2. ヤコビの逆公式の telescopic曲線への一般化

アーベル・ヤコビ写像により代数曲線のヤコビ多様体上の有理型関数 (アーベル関数)体 (解析的な世界)
と代数曲線上の有理関数体 (代数的な世界)は同型になる。代数曲線を用いて可積分系を作る方法として、
(具体的に計算のできる)代数曲線上の有理関数の間の関係式を導き、それを上の同型で移してアーベル関数
の間の関係式を導く (この関係式がアーベル関数で解が書ける微分方程式になっている)という方法がある。
このとき重要になるのは、代数曲線上の基本的な有理関数が上の同型によってどのようなアーベル関数に対

応するかを具体的に記述することである。超楕円曲線の場合は点の座標の基本対称式で表される有理関数が

シグマ関数の対数微分で定義される超楕円関数に対応することが示され、代数的な世界と解析的な世界との

対応がよく分かっている (ヤコビの逆公式)。[3]では (n, s)曲線の特別な場合である yr = f(x)で定義される
曲線に対してヤコビの逆公式の自然な一般化が与えられている。本研究では telescopic曲線に対してヤコビ
の逆公式を一般化した (論文リスト 1-2)。即ち、telescopic曲線に対して、シグマ関数の対数微分て定義さ
れるアーベル関数 (℘関数の一般化)がどのような有理関数に対応するかを具体的に記述した。

3. シグマ関数により解が与えられる力学系

ある空間に対してその上に定義される関数全体の構造を調べることはその空間を理解する上で重要であ
る。種数 gの超楕円曲線のヤコビ多様体上の有理型関数体は超楕円関数によりC上生成され、その生成元の
間の関係式も分かっている。ヤコビ多様体の元でシグマ関数の値が 0になるもの全体をシグマ因子という。
本研究では種数 3の超楕円曲線のシグマ因子上の有理型関数体の生成元をシグマ関数で構成し、その生成元
の間の関係式も完全に決定した。さらにその応用として [2]で導入された力学系の解をその生成元を用いて
構成した (Buchstaber氏との共同研究、論文リスト 1-1)。
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