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1. 序論
　リーマン多様体の極小部分多様体であって，特殊な対称性をもつものがある．M̄を
有限次元リーマン多様体，Mを M̄にはめ込まれた部分多様体とする．Mが鏡映 ([8])

であるとは，MがM̄の対合的等長変換の固定点集合の連結成分であることをいう．M

が弱鏡映 ([4])であるとは，各点p ∈ Mにおける各法ベクトル ξに対し，M̄の等長変換
νξであって νξ(p) = p, dνξ(ξ) = −ξ, νξ(M) = Mを満たすものが存在することをいう．
Mがオースティア ([2])であるとは，各法方向の主曲率が重複度込みで (−1)倍不変で
あることをいう．Mがアリッド ([16])であるとは，各点p ∈ Mにおける各法ベクトル
ξ ̸= 0に対し，M̄の等長変換φξであってφξ(p) = p, dφξ(ξ) ̸= ξ, φξ(M) = Mを満たす
ものが存在することをいう．定義から次の関係が従う：

オースティア部分多様体⇒ ⇒鏡映
部分多様体

⇒ 弱鏡映
部分多様体

極小
部分多様体⇒ ⇒アリッド部分多様体

本講演では，上記概念をPF部分多様体 (Terng [17])と呼ばれる無限次元部分多様体
のクラスへ拡張し，得られた講演者の結果 ([9], [10])を紹介する．

2. PF部分多様体と関連概念
　 V を可分ヒルベルト空間，M を V にはめ込まれたヒルベルト多様体であって余次
元有限とする．M が PF部分多様体 ([17])であるとは，終点写像 Y : T⊥M → V ,

(p, ξ) 7→ p + ξが次を満たすことをいう：任意の r > 0に対し，半径 rの法ディスク束
Drへの制限写像Y |Drが，固有写像かつフレドホルム写像 (各点で微分がフレドホルム
作用素)である．

命題 1 ([17]). MをV のPF部分多様体とする．
(ii) 各 ξ ∈ T⊥

p Mに対し，形作用素AξはTpM上の自己共役コンパクト作用素である．
(ii) 各u ∈ V に対し，関数fu : M → R, p 7→ ∥p−u∥2はPalais-Smale条件 ([12], [15])

を満たす．

PF部分多様体は，無限次元部分多様体論における基本的研究対象である．
PF部分多様体の重要な例が，ゲージ変換群作用の軌道として与えられる．Gを連結
コンパクト・リー群とする．Gのリー代数gにAd不変計量を固定し，対応するGの両
側不変計量を定める．Vg := H0([0, 1], g)でgに値をもつソボレフH0道 (i.e. L2道)全体
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の成すヒルベルト空間を表す．G := H1([0, 1], G)でGに値をもつソボレフH1道全体が
成すヒルベルト・リー群を表す．Vgへの左G作用を，左ゲージ変換

g ∗ u := gug−1 − g′g−1, g ∈ G, u ∈ Vg (1)

で定義する．HをG×Gの閉部分群とする．Gのリー部分群P (G,H)を

P (G,H) := {g ∈ G | (g(0), g(1)) ∈ H}

で定義する．部分群P (G,H)のVg上の誘導作用をP (G,H)作用 ([18])と呼ぶ．P (G,H)

作用の各軌道は，VgのPF部分多様体となる ([18])．
より一般に，PF部分多様体は平行移動写像 ([6])を用いて構成できる．まず写像E :

Vg → Gを常微分方程式 {
E−1

u E ′
u = u

Eu(0) = e

の一意解として定義する．平行移動写像Φ : Vg → Gは，

Φ(u) := Eu(1), u ∈ Vg

で定義される．

命題 2 ([19]).

(i) Φ : Vg → Gはリーマン沈め込み写像である.

(ii) 部分群P (G, {e} × {e})はVgの各ファイバーに自由かつ推移的に作用する．
(iii) Φ : Vg → Gは主P (G, {e} × {e})束である．
(iv) Φ : Vg → Gの任意の2つのファイバーはVgの等長変換で合同である．

次の命題により，PF部分多様体が平行移動写像を通して多数得られる．

命題 3 ([19]). Gの閉部分多様体Nに対し，逆像Φ−1(N)はVgのPF部分多様体である.

平行移動写像Φにより，P (G,H)作用を次のように理解できる．リー群準同型写像
Ψ : G → G×GをΨ(g) = (g(0), g(1))で定義する．G上の左H作用を

(b1, b2) · a := b1ab
−1
2 , a ∈ G, (b1, b2) ∈ H (2)

で定義する．このとき，任意の g ∈ P (G,H), 任意のu ∈ Vgに対して

Φ(g ∗ u) = Ψ(g) · Φ(u)

が成り立つ ([18])．つまり，次の図式は可換である：

G ⊃ P (G,H) ↷ Vg ⊃ P (G,H) ∗ u

Ψ ↓ Ψ ↓ Φ ↓ Φ ↓

G×G ⊃ H ↷ G ⊃ H · Φ(u)

更に，次が成り立つ．
P (G,H) ∗ u = Φ−1(H · Φ(u))



つまり，P (G,H)作用の各軌道は，H作用の各軌道の平行移動写像Φによる逆像である．
Gの閉部分群Kを考えることで，平行移動写像Φを次のように一般化できる．G/K

で法等質計量を備えたコンパクト・リーマン等質空間を表す．自然な射影π : G → G/K

はリーマン沈め込み写像である．G/K上の平行移動写像とは，合成写像ΦK := π ◦Φ :

Vg → G → G/Kで定義されるG/K上のリーマン沈め込み写像である．特にK = {e}
のときΦ = ΦKである．命題2，命題3と同様の事実が，ΦKに対しても成り立つ．
一般に，G/Kの閉部分多様体Nと，逆像として得られるPF部分多様体Φ−1

K (N)と
の幾何学的関係を調べることは重要な問題である ([19], [6], [3])．

3. PF部分多様体の極小性と対称性
　一般に，PF部分多様体の形作用素はトレースクラスに属さないため，平均曲率が自
然に定義されない．現在のところ，平均曲率の定義が3通りあり，対応して極小PF部
分多様体の定義が3通りある．

定義 ([6], [3], [7]). MをPF部分多様体とする．法ベクトル ξ ∈ T⊥Mに対し，ξ方向の
形作用素をAξで表し，その固有値をµ1 ≤ µ2 ≤ · · · < 0 < · · · ≤ λ2 ≤ λ1と表す．
(i) Aξがζ-正則化可能 ([6])であるとは，任意のs > 1に対して

∑
k λ

s
k+
∑

k |µk|s < ∞
かつ

trζ Aξ := lim
s↘1

(∑
k

λs
k −

∑
k

|µk|s
)

が存在することをいう．このとき trζ Aξを ξ方向の ζ-正則化平均曲率という．任意の
ξ ∈ T⊥Mに対して trζ Aξが ζ正則化可能であるとき，Mは ζ-正則化可能であるという．
Mが ζ-正則化可能かつ任意の ξ ∈ T⊥Mに対して trζ Aξ = 0が成り立つとき，Mは ζ-

極小であるという．
(ii) Aξが正則化可能 ([3])であるとは，trA2

ξ < ∞かつ

trr Aξ :=
∞∑
k=1

(λk + µk)

が収束することをいう．このとき trAξを ξ方向の正則化平均曲率という．任意の ξ ∈
T⊥Mに対してAξが正則化可能であるとき，Mは正則化可能であるという．Mが正則
化可能かつ任意の ξ ∈ T⊥Mに対して trr Aξ = 0が成り立つとき，Mは r-極小であると
いう．
(iii) 形作用素Aξの相異なる固有値を{κk}∞k=1を

|κk| > |κk+1| または κk = −κk+1 ≥ 0

を満たすように順序付けする．各κkに対しその重複度をmkで表す．級数

trf Aξ :=
∞∑
k=1

mkκk

が収束するとき，これをξ方向の形式的平均曲率と呼ぶ．各ξ ∈ T⊥Mに対して trf Aξ =

0が成り立つときMは形式的極小 (f-極小) ([7])であるという．



平行移動写像を通して得られるPF部分多様体に対しては，上の (i)，(ii)が同値である
ことが従う ([6], [3])．
冒頭で述べた鏡映，弱鏡映，オースティア，アリッド部分多様体の概念は，PF部分
多様体に対しても同様に定義することができる：

定義. Mを可分ヒルベルト空間V のPF部分多様体とする．Mが鏡映であるとは，M

がV の対合的等長変換の固定点集合の連結成分であることをいう．Mが弱鏡映 ([4])で
あるとは，各点 p ∈ Mの各法ベクトル ξに対し，V の等長変換 νξであって νξ(p) = p,

dνξ(ξ) = −ξ, νξ(M) = Mを満たすものが存在することをいう．Mがオースティア ([2])

であるとは，各法方向の主曲率が重複度込みで (−1)倍不変であることをいう．Mがア
リッド ([16])であるとは，各点 p ∈ Mの各法ベクトル ξ ̸= 0に対し，V の等長変換φξ

であってφξ(p) = p, dφξ(ξ) ̸= ξ, φξ(M) = Mを満たすものが存在することをいう．

定義から次の関係が従う：

オースティアPF部分多様体⇒鏡映PF
部分多様体

⇒ 弱鏡映PF
部分多様体 ⇒

アリッドPF部分多様体

一般に，オースティアPF部分多様体やアリッドPF部分多様体が ζ-極小，r-極小，f -

極小であるかは明らかでない．けれども，平行移動写像を通して得られるPF部分多様
体に対して，オースティアPF部分多様体とアリッドPF部分多様体が共に ζ-極小かつ
r-極小であることが従う．
G/Kをコンパクト法等質空間，ΦK : Vg → G/Kを平行移動写像とする．G/Kの閉
部分多様体Nと，逆像として得られるPF部分多様体Φ−1

K (N)の幾何学的関係の一つと
して，次の結果が知られている：

命題 4 ([6], [3]). Nが極小ならば，逆像Φ−1
K (N)は ζ-極小かつ r-極小である．

しかし，Nの対称性とΦ−1
K (N)の対称性がどのように関係するかは明らかでない．具

体的には，次の4つの問題がある：

問題.

(i) Nが鏡映ならば，逆像Φ−1
K (N)は鏡映か？

(ii) Nが弱鏡映ならば，逆像Φ−1
K (N)は弱鏡映か？

(iii) Nがオースティアならば，逆像Φ−1
K (N)はオースティアか？

(iv) Nがアリッドならば，逆像Φ−1
K (N)はアリッドか？

これら4つの問題について，研究した結果を次節で述べる．

4. 主結果
　まず 4.1節，4.2節において，基本的結果を述べる．その上で，4.3節～4.6節におい
て，上記4つの問題に関する研究結果を述べる．最後に4.7節において，等質極小部分
多様体に関する有限次元・無限次元の比較結果を述べる．
以下，特に断りの無い限り，連結コンパクト・リー群Gには両側不変計量を固定する．

4.1. 全測地性について

　次の定理より，平行移動写像の逆像として得られるPF部分多様体は，殆どの場合に
全測地的でないことが分かる．



定理 1 ([9]). Gを連結コンパクト・リー群，Nを単位元 e ∈ Gを通るGの閉部分多様
体とする．次は同値：
(i) Φ−1(N)はVgの全測地的PF部分多様体である．
(ii) NはGの閉部分群であって，T⊥

e Nはgの中心に含まれる．

系. Gを連結コンパクト半単純リー群とする．このときGの任意の閉部分多様体Nに
対して，逆像Φ−1(N)は全測地的でない．特に，平行移動写像Φ : Vg → Gの各ファイ
バーは全測地的でない．

系. G/Kをコンパクト法等質空間とする．Gが半単純と仮定する．このときG/Kの任
意の閉部分多様体Nに対して，逆像Φ−1

K (N)は全測地的でない．特に，平行移動写像
ΦK : Vg → G/Kの各ファイバーは全測地的でない．

4.2. 平行移動写像の内在的対称性

定義 ([9]). ヒルベルト空間Vg := H0([0, 1], g)上の線形直交変換 rを

r(u)(t) := −u(1− t), u ∈ Vg

で定義する．これをVgの標準鏡映と呼ぶ．

Gを連結コンパクト・リー群，Φ : Vg → Gを平行移動写像とし，iでG上の等長変換
G → G, a 7→ a−1を表す．定義から，次の図式は可換となる：

Vg
r−−−→ Vg

Φ

y Φ

y
G

i−−−→ G

標準鏡映を用いて，次が証明される：

定理 2 ([9]). Gを連結コンパクト・リー群，HをG×Gの閉部分群で条件 i(H ·e) = H ·e
を満たすとする．逆像Φ−1(H · e) = P (G,H) ∗ 0̂はVgの弱鏡映PF部分多様体である．

特にGの閉部分群Kに対しH := {e} ×Kを考えることで，次を得る：

系. G/Kをコンパクト法等質空間とする．平行移動写像ΦK : Vg → G/Kの各ファイ
バーは，Vgの弱鏡映PF部分多様体である．

系. Gを連結コンパクト・リー群とする．平行移動写像Φ : Vg → Gの各ファイバーは，
Vgの弱鏡映PF部分多様体である．

4.3. 鏡映性について

　ヒルベルト空間の平坦性から，PF部分多様体Mが鏡映であることは，Mが全測地的
であることと同値である．従って定理1の系から，NがG/Kの鏡映部分多様体であっ
ても，逆像Φ−1

K (N)は鏡映PF部分多様体とはならないことが分かる．

4.4. 弱鏡映性について

　適切な仮定のもとで，「Nが弱鏡映ならばΦ−1
K (N)も弱鏡映」が成り立つ：

定理 3 ([9]). Gを連結コンパクト半単純リー群とし，gのKilling形式から定まる両側
不変計量を定める．KをGの対称部分群とし，対 (G,K)は効果的と仮定する．N が
G/Kの弱鏡映部分多様体ならば，逆像Φ−1

K (N)はVgの弱鏡映PF部分多様体である．



系. G/Kを既約なコンパクト型対称空間とする．NがG/Kの弱鏡映部分多様体なら
ば，逆像Φ−1

K (N)はVgの弱鏡映PF部分多様体である．

例 1. n ∈ Z≥2とする．n − 1次元標準球面の直積N := Sn−1(1) × Sn−1(1)は，半径√
2の 2n − 1次元球面 S2n−1(

√
2)の弱鏡映部分多様体となる ([4])．p ∈ N を固定し，

S2n−1(
√
2) = SO(2n)/SO(2n)p，N = (SO(n)×SO(n)) ·pと見做す．定理3を適応する

ことで，弱鏡映PF部分多様体P (SO(2n), SO(n)× SO(n)× SO(2n)p) ∗ 0̂が得られる．

例 2. 井川-酒井-田崎 [4] は s表現の軌道であって標準球面の弱鏡映部分多様体となる
ものを分類した．彼らの結果に定理 3を適応することで，弱鏡映 PF部分多様体の例
が次のように得られる：(U,L)を（既約な）コンパクト・リーマン対称対とする．Lが
連結と仮定する．u = l + pで標準分解を表す．Ad : L → SO(p)でイソトロピー表現
を表す．x ∈ pを通る軌道Ad(L) · xが球面 S(∥x∥)の弱鏡映部分多様体ならば，軌道
P (SO(p),Ad(L)× SO(p)x) ∗ 0̂はVo(p)の弱鏡映PF部分多様体である．

例 3. 榎吉 [1]は，グラスマン多様体 G̃r3(ImO) ∼= SO(7)/SO(3) × SO(4)上の例外型
リー群G2作用が，唯一つの弱鏡映主軌道を持つことを示した．定理3を適応すること
で，Vo(7)の弱鏡映PF部分多様体P (SO(7), G2 × (SO(3)× SO(4))) ∗ 0̂が得られる．

M̄を有限次元リーマン多様体，Mを M̄にはめ込まれた部分多様体とする．Gを等
長変換群 I(M̄)の部分群とする．M の各法ベクトル ξに対して，ξに関する鏡映 νξで
あってGに属するものが存在するとき，Mを M̄のG-弱鏡映部分多様体と呼ぶことに
する．特にG = I(M̄)のとき，G-弱鏡映部分多様体は通常の弱鏡映部分多様体に他な
らない．ヒルベルト空間のPF部分多様体に対しても同様の概念が定義できる．

定理 4 ([9]). (i) Gを連結コンパクト・リー群，N をGの閉部分多様体とする．次は
同値：

(a) NはGの (G×G)-弱鏡映部分多様体，
(b) Φ−1(N)はVgのG-弱鏡映PF部分多様体．

(ii) G/Kをコンパクト法等質空間，NをG/Kの閉部分多様体とする．次は同値：
(a) NはG/KのG-弱鏡映部分多様体，
(b) π−1(N)はG/Kの (G×K)-弱鏡映部分多様体，
(c) Φ−1

K (N)はVgのP (G,G×K)-弱鏡映PF部分多様体．

例 4. K1, K2をGの連結対称部分群とする．大野 [11]は可換Hermann作用K2 ↷ G/K1,

K2 ×K1 ↷ Gの軌道が弱鏡映部分多様体となる十分条件を与えた．軌道 (K2 ×K1) · a
がその条件を満たすとする．定理4より，u ∈ Φ−1(a)を通る軌道P (G,K2 ×K1) ∗ uは
Vgの弱鏡映PF部分多様体である．

例 5. σをGの有限位数自己同型，Gσをその固定点集合，G(σ) := {(a, σ(a)) | a ∈ G}
とする．木村-間下 [5] はCartan埋め込みG/Gσ → G, aGσ 7→ aσ(a)−1の像がGの弱鏡
映部分多様体となる例を与えた．そのような弱鏡映部分多様体に対し定理 4を適応す
ることで，Vgの弱鏡映PF部分多様体P (G,G(σ)) ∗ 0̂が得られる．

4.5. オースティア性について

　一般に，部分多様体Nと逆像Φ−1
K (N)との主曲率関係 ([7])が複雑であるため，オー

スティア性を判断することが難しい．G/Kが球面であれば，次が従う．



定理 5 ([10]). 半径 r > 0の n次元球面 Sn(r)にはめ込まれた部分多様体Nを考える．
(G,K) := (SO(n+ 1), SO(n))，Sn(r) = G/Kとおく．このとき次は同値である：
(i) NはSn(r)のオースティア部分多様体，
(ii) π−1(N)はGのオースティア部分多様体，
(iii) Φ−1

K (N)はVgのオースティアPF部分多様体．

例 6. 井川-酒井-田崎 [4] は s表現の軌道であって標準球面のオースティア部分多様体と
なるものを分類した．彼らの結果に定理 5を適応することで，上の例 2と同様にして，
Vo(p)のオースティアPF部分多様体がP (G,H)軌道として多数得られる．

4.6. アリッド性について

　弱鏡映の場合と同様に，「NがアリッドならばΦ−1
K (N)もアリッド」が成り立つ：

定理 6 ([10]). Gを連結コンパクト半単純リー群としgのKilling形式から定まる両側不
変計量を定める．KをGの対称部分群とし，対 (G,K)は効果的と仮定する．NがG/K

のアリッド部分多様体ならば，逆像Φ−1
K (N)はVgのアリッドPF部分多様体である．

系. G/Kを既約なコンパクト型対称空間とする．NがG/Kのアリッド部分多様体な
らば，逆像Φ−1

K (N)はVgのアリッドPF部分多様体である．

例 7. n ∈ Z≥2, m ∈ Z≥3とする．M̄ := Smn−1(
√
m) ⊂ Rmnとおく．Mをn− 1次元標

準球面Sn−1(1)のm個直積Sn−1(1)× · · · × Sn−1(1)で定義する．このときMはM̄のア
リッド部分多様体であってオースティア部分多様体ではない (従って弱鏡映部分多様体
ではない) ([16])．(G,K) := (SO(mn), SO(mn− 1))，M = G/Kとおく．定理5, 及び
定理 6より，Φ−1

K (M)はVo(p)のアリッドPF部分多様体であってオースティアPF部分
多様体ではない (従って弱鏡映PF部分多様体ではない)．

M̄を有限次元リーマン多様体，Mを M̄にはめ込まれた部分多様体とする．Gを等
長変換群 I(M̄)の部分群とする．Mの各法ベクトル ξに対して，ξに関する等長変換φξ

であってGに属するものが存在するとき，Mを M̄のG-アリッド部分多様体と呼ぶこ
とにする．特にG = I(M̄)のとき，G-アリッド部分多様体は通常のアリッド部分多様
体に他ならない．定義からG-弱鏡映部分多様体はG-アリッド部分多様体である．ヒル
ベルト空間のPF部分多様体に対しても同様の概念が定義できる．

定理 7 ([10]). (i) Gを連結コンパクト・リー群，NをGの閉部分多様体とする．次は
同値：

(a) NはGの (G×G)-アリッド部分多様体，
(b) Φ−1(N)はVgのG-アリッドPF部分多様体．

(ii) G/Kをコンパクト法等質空間，NをG/Kの閉部分多様体とする．次は同値：
(a) NはG/KのG-アリッド部分多様体，
(b) π−1(N)はG/Kの (G×K)-アリッド部分多様体，
(c) Φ−1

K (N)はVgのP (G,G×K)-アリッドPF部分多様体．

例 8. (U,L)をコンパクト・リーマン対称対とする．Lが連結と仮定する．u = l + p

で標準分解，Ad : L → SO(p)でイソトロピー表現を表す．Sで pの標準球面を表す．
x ∈ Sを通る軌道Ad(L) ·xが，S上Ad(L)作用の孤立軌道と仮定する．武富の定理 [16]

からそれはSのAd(L)-アリッド部分多様体である．定理 7を適応することで，Vo(p)の
アリッドPF部分多様体P (SO(p),Ad(L)× SO(p)x) ∗ 0̂が得られる．



4.7. 等質極小部分多様体について

　本研究で得られた極小PF部分多様体の例は，全てあるリー群作用の軌道であり，定
理1からそれらは全測地的でない．よって次が分かる：

系. 無限次元ヒルベルト空間には，全測地的でない等質極小部分多様体が多数存在する．

ところが，有限次元の場合において，次の結果が知られている．

定理 8 (Di Scala [14]). 有限次元ユークリッド空間の任意の等質極小部分多様体は，全
測地的である．

従って上の系は，有限次元部分多様体論と無限次元部分多様体論の一つの決定的差
を示すと言える．
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