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第 1章

序論

1.1 研究の背景

1.1.1 冷却原子気体の歴史

20 世紀の初頭、黒体輻射のエネルギースペクトル、原子のエネルギー準位の離散

化、光電効果などの実験事実を説明する理論として量子論が急速に定式化されてきた。

Heisenbergによる行列力学、Schrödingerによる波動力学、そして Diracの変換理論に

よる定式化を経て、量子論は物理現象を記述するもっとも基本的な理論であるという認識

が確立された。

量子論が確立されると、その応用範囲は多岐に渡り、新しい科学技術が次から次へと生

まれた。その中でも、特にレーザーの発明はその後の物理学の進歩に大きな影響を及ぼ

した。レーザー技術の進歩は主に、光と原子の相互作用が量子論によって詳しく理解で

きたことによる。1970年代に入ると、そのレーザー技術を応用して中性原子気体を冷却

する技術が研究され始めた。そして 1987 年、レーザーと磁場を利用することによって、

中性原子を３次元的に冷却、トラップする磁気光学トラップが発明された [1]。その後、

レーザー冷却と磁気トラップ、蒸発冷却を組み合わせることによって、1995年にMITの

Ketterle、JILAの Cornell、Wiemanのグループがアルカリ原子気体の Bose-Einstein凝

縮 (BEC)の生成に世界で初めて成功した [2,3]。

ひとたび原子気体の BECの生成に成功すると、そこから冷却原子気体への関心が高ま

り、基礎から応用まで、様々な実験が行われるようになった。BECの干渉実験 [4]、量子

化された渦の生成 [5]、Fermion 系における Fermi 縮退 [6]、BEC-BCS クロスオーバー

[7]など重要な結果が得られ、冷却原子気体での成果が物理学全体に影響を及ぼすまでに

なった。今なお、冷却原子気体の研究はその研究領域を広げ続け、物理学全体がその動向

に注目している。
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1.1.2 Bose-Einstein凝縮

Bose-Einstein凝縮とはいかなる現象であるのか、ここで簡単に説明する。ここでの議

論はいくらか不正確で正しくないものも混じっているが、Bose-Einstein凝縮が起きるメ

カニズムを直感的に理解できるという点で優れている。

■同種粒子の量子論 量子論では、同一内部状態にある同種粒子は原理的に区別できない

（同種粒子の不可弁別性）。多数の同種粒子を区別するには、粒子に印をつける（内部状態

を変える）か、粒子の軌道をずっと観測する必要がある。しかし、量子論ではHeisenberg

の不確定性原理から粒子の位置と運動量を同時に確定できないのである。

２つの同種粒子を考え、その波動関数を ψ(ξ1, ξ2)とする。ここで、ξ1、ξ2 は粒子の状

態を表す変数である。同種粒子には区別がないので、粒子の番号を交換してもその波動関

数は同じ状態*1を表すはずなので ψ(ξ2, ξ1) = eiαψ(ξ1, ξ2) が成り立つ。もう一度粒子の

番号を交換すると ψ(ξ1, ξ2) = ei2αψ(ξ1, ξ2)となる。これから eiα = ±1が求まる。ここ

で、粒子の交換に際して、波動関数に因子 +1がかかるものを Bose粒子、−1がかかる

ものを Fermi粒子という。つまり、Bose粒子か Fermi粒子かで、粒子を交換した際の波

動関数の対称性が異なる。ある粒子が Bose粒子か Fermi粒子かは、その粒子のスピンに

よって決まる。スピンが整数のとき Bose粒子であり、スピンが半整数のとき Fermi粒子

である。

粒子を交換した際の波動関数の対称性の違いが、どのように影響してくるのかを考

える。２つの同種粒子からなる系の波動関数を ψ(ξ1, ξ2) とする。いま、２つの粒子が

区別できるとする古典的な状況を考えると、２つの粒子が同じ状態 ξ に見いだされる

確率は |ψ(ξ1 = ξ, ξ2 = ξ)|2 となる。粒子の不可弁別性を考慮した正しい波動関数は
Ψ(ξ1, ξ2) = (ψ(ξ1, ξ2)± ψ(ξ2, ξ1))/

√
2となる。複号は Bose粒子の場合 +、Fermi粒

子の場合 −である。２粒子を ξ1、ξ2 に見いだす確率は、

|Ψ(ξ1, ξ2)|2 =
1
2

[
|ψ(ξ1, ξ2)|2 + |ψ(ξ2, ξ1)|2 ± ψ∗(ξ1, ξ2)ψ(ξ2, ξ1)± ψ(ξ1, ξ2)ψ∗(ξ2, ξ1)

]

となる。したがって、２つの粒子が同じ状態に見いだされる確率は古典的な場合と比べ

て、Bose粒子は 2倍、Fermi粒子は 0になる*2。また、N個の同種粒子を考えると、Bose

粒子の場合、N個の粒子が同じ状態に見いだされる確率は古典的な場合の N! 倍になる。

これは相互作用などの影響ではなく、粒子の交換に対する波動関数の対称性だけから帰結

される驚くべきことである。

*1 位相因子 eiα によって結ばれる二つの波動関数、ψ = eiαφは、同じ物理的状態を表す。
*2 これが Fermi粒子に関するパウリの排他原理である。
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■原子気体の Bose-Einstein凝縮 いま体積 V、粒子数 N の原子気体を考える。量子論に

よると、原子は粒子でもあり波動でもある*3。この波動としての原子がどれほど広がって

いるかを求めてみる*4。原子の運動量の揺らぎと温度は (∆p)2/2m = kBT/2と結びつい

ているので、∆p =
√

mkBT となる。また、Heisenbergの不確定性原理から ∆x∆p ∼ h̄

なので、原子の広がりは h̄/
√

mkBT 程度と見積もれる。この原子の広がりが平均原子間

距離 (V/N)1/3 程度になると、原子の区別がつかなくなると考えられる。原子の区別が

(a) 温度が高く古典的な場合
(各粒子の区別がつく)

(b) 温度が低く量子的な場合
(粒子の区別がつかなくなり
始める)

(c) BEC転移後

図 1.1 原子の広がり

つかなくなると、先ほど考察したように N個の粒子が同じ状態をとる確率は古典的な場

合に比べて N! 倍になる。いま、N はマクロな大きさであるので、ほとんどの粒子が同

じ状態に見いだされるようになるであろう*5。つまり、気体の密度を n として、温度が

T = h̄2n2/3/(mkB) 程度になると、急にほとんどの粒子が同じ状態に集まるのである*6。

これが Bose-Einstien凝縮である。

Einsteinは 1924年に Ehrenfestに宛てた手紙に「ある温度を境に、分子たちは、引力

なしに『凝縮』する、つまり、速度 0の状態にたまってしまう。理論はきれいなのだが、

ここにいくらかでも真実があるのだろうか?」と書きつづった [10]。いまや、中性原子気

体によって BECが達成され、Einsteinの理論が真実であることが証明されたのだ。

*3 これは不正確な言い方である。実際の原子は波動でも粒子でもない。我々に分かるのは波動関数から予想
される原子の確率的な振る舞いだけである。

*4 正確には、波動関数の広がりである。
*5 ここの議論は不正確であるとの指摘がある。実際には粒子の量子統計性の他に、状態密度が関わってく
る。箱の中の自由粒子の場合、状態密度に関する考察から 3次元でなければ BEC転移は生じないことが
知られている。

*6 より正確な計算によれば、BECの転移温度は T ∼ 3.31h̄2n2/3/(mkB)
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1.2 研究の目的

1.2.1 井上研究室における研究

まず、本研究の目的を述べる前に、井上研究室で行っている研究内容を述べる。井上研

究室では極低温の極性分子を生成することを目標としている。中性原子気体の場合、原子

間の相互作用は短距離で等方的な衝突に限られる。それに対して極性分子は電気双極子を

持つため、その相互作用が長距離に及び、また異方的である。このような特異な相互作用

をするマクロな量子系の振る舞いはいまだ未解明であり、基礎的にも応用面でも魅力的な

系である。

井上研究室では極性分子を以下の手順で作成する予定である。

1. 41Kと 87Rbの BECを生成する。

2. 41Kと 87Rbを Feshbach共鳴によって 41K87Rb分子にする。

3. STIRAP(Stiulated Raman Adiabatic Passage)によって、41K87Rbを分子の振動

基底準位に落とす。

極性分子を作成する過程においても、41Kと 87Rbの BECの mixtureなど、興味深い実

験を行うことができる。現在、井上研究室では 41Kの BECの生成に成功している。

TOF: 40 ms
0 1.8OD

Thermal cloud Bimodal BEC

図 1.2 41Kの TOF image
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1.2.2 研究の目的

図 1.2の imageは、Absorption Imagingによって得られたものである。Absorption

Imaging では、原子が光を吸収することを利用して imaging を行っている。そのため、

BECのような極低温の原子気体を Absorption Imagingによって見ようとすると、原子

が光を吸収することによって加熱し、BEC が破壊されてしまう。Absorption Imaging

では一つの BECに対して 1つの imageしか得られず、BECのダイナミクスなどは見え

ない。

そこで、本研究では BEC を非破壊で imaging することができる、Phase Contrast

Imaging[8] についての研究を行うことにした。Phase Contrast Imaging では原子に光

を吸収させることなく imageを得ることが可能である。Phase Contrast Imagingによっ

て BECを非破壊で観測することができれば、BECの成長過程や系のパラメータを時間変

化させた時の BECの応答などのダイナミクスを見ることができ、非常に興味深い。

また、Phase Contrast Imaging を行うには原子の共鳴周波数から離調のついた光が

必要となる。そこで、本研究では DDS(Digital Direct Synthesizer)と PLL(Phase Lock

Loop)を用いて、共鳴周波数から自由に離調をつけられる laser offset lock systemの作

成を行うことにした。この offset lock systemは数 GHz程度まで離調がつけられるよう

設計されており、Phase Contrast Imagingだけでなく強磁場中の BECの imagingにも

使える。また、DDS を用いると蒸発冷却用の rf として良質なものを生成することがで

き、本研究を通じて DDSに習熟することは有益である。

1.3 本論文の構成

本論文は以下のような構成になっている。

• 2章では Phase Contrast Imagingの原理について解説し、Phase Contrast Imag-

ing を簡単な系で行った結果を述べる。また、原子気体の imaging を行う際には

原子と光の相互作用の知識が必要となる。したがって、１章の最後では原子と光の

相互作用について解説する。

• 3章では DDSと PLLについて解説し、laser offset lock systemについて述べる。

• 4章では BECを Phase Contrast Imagingによって観測した結果について述べる。

• 5章が最後の章で、まとめと今後の展望について述べる。
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第 2章

Phase Contrast Imaging

冷却原子気体を imaging するのには通常、Absorption Imaging が用いられる。これ

は、レーザー光を冷却原子気体に吸収させて、その吸収の度合いから冷却原子気体の密度

や形状を評価する方法である。これに対し、本章の主題である Phase Contrast Imaging

（以下 PCI と書く）ではレーザー光を吸収させることなく、非破壊的に冷却原子気体を

imagingすることができる。つまり、連続的に PCIを行うことによって冷却原子気体の

ダイナミクスを見ることができる。本章では、この PCI の原理とその利点について述べ

る。また、PCIを行う際には、原子と光の相互作用によって probe光がどのように散乱さ

れるかなどの考察が必要となる。したがって、この章の最後で光と原子の相互作用につい

て述べる。

2.1 Phase Contrast Imagingの原理

物体に光が当たると、ある波長の光は吸収され、他の波長の光は反射され私たちの目に

届き観測される。赤く見える物体は赤以外の光を良く吸収し、その物体によって反射され

た赤い光が目に届くために赤く見える。ほかの色の物体でも同じである。では、ガラスの

ように無色透明な物体はどうであろうか。ガラスは光を吸収しないので、人間の目にはそ

こに何もないように見えるはずである（実際には 4％ほどの反射がある）。それにも関わ

らず、ガラスがそこにあると分かるのはなぜだろうか？それは、光がガラスによって屈折

されるからであり、ガラスがあるところとないところで後ろの景色にズレが生じるからで

ある。つまり、我々は光の吸収・反射のほかに屈折を見ることによって物体を観測するこ

とができる。

光で冷却原子気体を imaging する方法には主に Absorption Imaging と Phase Con-

trast Imagingがある。簡単に言うと、Absorption Imagingは物体によって光が吸収さ

れることを利用して、Phase Contrast Imagingは物体によって光が屈折することを利用
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して imagingを行っている。これからこの二つの imagingの原理を述べる。

2.1.1 Absorption Imaging

この節ではAbsorption Imagingの原理について述べる。図 2.1に原子気体を imaging

するときの光学系の配置を示す。ここで、a は原子気体からレンズまでの距離、b はレン

a b

f

probe light

lens screen

object

scattered light

zx

y

図 2.1 imagingの原理

ズからスクリーンまでの距離、 f はレンズの焦点距離である。probe光が原子気体に当た

ると光と原子が相互作用して散乱される。その散乱光をレンズで集光することによりスク

リーン上に原子気体の imageを結像させることができる。スクリーン上に imageが結像

されるということは、物体のある一点から出た光が全てスクリーン上の一点に収束すると

いうことである。imageが結像される条件は以下のレンズの公式として知られている。

1
a

+
1
b

=
1
f

(2.1)

また、imageの倍率 M は M = b/aによって定まる。実験環境の制約や必要な倍率、レ

ンズの公式から光学系のパラメータ a, b, f を決定すればよい。

probe光の電場を E0(r, t)、原子気体を透過後の光の電場を Et(r, t)、原子気体によって

散乱された光の電場を ∆E(r, t)とする*1。このとき、原子気体を通過後の電場は一般に振

幅と位相が変化しているので、

Et = E0 + ∆E = tE0eiφ (2.2)

と書ける。ここで t = t(x, y)は透過率、φ = φ(x, y)は phase shiftであり、どちらも原

*1 いま、電場の偏光は考える必要がないので、簡単のため電場をスカラー場で近似して書く。
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子気体の縦密度 ñ(x, y) =
∫

n(x, y, z)dz などから定まる*2。Kramers-Kronig の定理か

ら、透過率 t と phase shift φ は原子気体に関してまったく同じ情報を持っており、片方

が求まればもう片方も求まる。つまり、この透過率と phase shiftのどちらかが求まれば、

その値から原子気体の密度を評価することができる。

今、スクリーンとして CCDカメラのように、光の強度を signalとして出力するものを

用いる。I0 = 1
2 ε0c |E0|2 とすると、Absorption Imagingによって得られる光の強度 IAb

は、

IAb =
1
2

ε0c |Et(x, y)|2 = t(x, y)2 I0 (2.3)

となる。したがって、Absorption Imaging では原子気体に probe 光を吸収させ、その

imageから透過率 t(x, y)を算出し、原子気体の形状や密度分布、原子数を評価すること

ができる。

2.1.2 Phase Contrast Imaging

次に、本題である Phase Contrast Imaging の原理について述べる [8]。Absorption

Imaging では原子気体に probe 光を吸収させ、その透過率を測定していたのに対して、

PCI では原子気体に probe 光を吸収させずに、光の phase shift を測定する。しかし、

CCDカメラのような一般の検出器は光の強度を検出するものであり、位相に関しては何

も情報を与えてくれない。したがって、位相の情報をどうにかして強度の情報に焼き直さ

なければならないが、probe 光と散乱光を巧みに干渉させてこれを行っているのが PCI

なのである。

図 2.2に PCIを行うための光学系を示す。通常の imagingと異なるところは、レンズ

probe light

lens screen

object

scattered light

zx

y

phase plate

図 2.2 PCIの原理

*2 透過率と phase shiftが原子気体の密度や共鳴周波数、probe光の周波数にどのように依存するかは後の
原子と光の相互作用の節で考察する。
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と screen の間に phase plate と呼ばれるものが入っている点だけである。phase plate

はガラスでできており、中心の小さなくぼみを通過した光だけが λ/4、つまり π/2だけ

位相が進むように設計されている。この phase plateのくぼみをレンズの焦点の位置に合

わせておくことにより、レンズによって焦点に集光された probe光だけが phase plateの

くぼみを通って λ/4だけ位相が進み、原子気体に散乱された光は位相の変化を受けない。

スクリーン上の電場 Epc は原子気体によって散乱された光 ∆Eと phase plateによって

位相が π
2 だけ進んだ probe光 E0ei π

2 の重ね合わせによって得られるので、

Epc = ∆E + E0ei π
2 = tE0eiφ − E0 + E0ei π

2 (2.4)

となる。PCI の原理を複素平面を用いて表現したものを図 2.3 に示す。これは probe 光

E0 を実軸上にとり、それとの相対的な位相差を示したものである。

E0

tE0eiφ
ΔE

ΔE

E0eiπ/2Epc

φ
Re

Im

0

図 2.3 PCIの原理の複素平面による表現

この図を見ると、散乱光と、phase plateによって位相の進んだ probe光がうまく干渉

して強め合っているのが分かる。PCIによる光の強度 IPC を求めると、

IPC =
1
2

ε0c
∣∣∣tE0eiφ − E0 + E0ei π

2

∣∣∣
2

= I0

[
t2 + 2− 2

√
2t cos

(
φ +

π

4

)]
(2.5)

が得られ、強度に phase shift φ の情報が入っているのが分かる。図 2.4に t = 1のとき

の、phase shift φとコントラスト IPC/I0 のグラフを示す。

特に、原子気体が光を吸収せず（ t ∼ 1）、phase shiftが小さい（ φ ¿ 1）場合を考え

ると、
IPC = I0 (1 + 2φ) (2.6)

が成り立ち、φに比例した強度分布を得ることができる。

これまでの議論から、PCIでは phase shift φを測定することができ、その値から原子

気体の形状、密度、原子数が評価できることが分かる。しかも透過率 tがほぼ 1になるよ
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phase shift

(radian)

Ipc/I0

0 ππ/2-π/2-π
0

1

2

3

5

4

図 2.4 phase shiftとコントラストのグラフ

うな状況でも*3、phase shiftがあればそれを測定できる。つまり原子気体に probe光を

吸収させなくても imageを得ることができる。

2.1.3 phase plate

次に、PCIを行う際の要である phase plateが実際にどのようなものであるのかを説明

する。図 2.5に実際の phase plateの写真を示す。

図 2.5 phase plate

phase plate は 1-inch optics 用の枠に収まっている。肉眼では分かりにくいが、このガ

ラス板の中央に円形のくぼみがある。このくぼみによって位相差をつけるのだが、それに

は空気とガラスの屈折率の違いによる光路長の差を利用している。

空気の屈折率は 1.000292 であり*4、真空の屈折率とほぼ同じ 1 である。今回用いた

*3 原子気体の場合、共鳴周波数から十分離調をとった光なら吸収されない。しかもうまく離調をつけると
phase shiftは有限の値を持ち得る。

*4 0℃、1気圧、589.3nmの波長の光の場合。
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phase plate用のガラス板の屈折率は 1.453である*5。屈折率 n 、長さ l の媒質中での光

路長は nl となるので、phase plateのくぼみの深さを d、probe光の波長を λとすると、

くぼみに入射した光とガラス中を進む光の光路長の差が λ/4になるには、

1.453d− d =
λ

4
(2.7)

を満せばよい。probe光には λ = 767nmの光を用いるので、くぼみの深さは d = 423nm

140μm

423nm

図 2.6 phase plateの仕様

となる。くぼみ部分の直径は小さい方がよいが*6、実際に光学系を配置する際のことを考

えて 140µmとしてある。

phase plateは製品として売っていないので、東京大学大学院工学系研究科産業機械工

学専攻中尾・濱口研究室所属の長藤圭介氏に集束イオンビーム (FIB,Focused Ion Beam)

によって phase plate を加工していただいた。FIB とはイオン（主に Ga が用いられる）

を電場によって加速してビーム状に細くしぼったもので、イオンビームにより試料表面の

原子をはじきとばし、試料を削ることができる。イオンビームは数 100nmから数 nmま

で絞ることができるので、ナノ領域での加工が可能である。

長藤氏には λ/4の phase plateを２枚、λ/12の phase plate*7を３枚作っていただい

た。今回の実験では λ/4の phase plateを２枚と、λ/12の phase plateを１枚用いた。

図 2.7に phase plateの詳細を示す。

測定には触針式段差計が用いられている。図を見ると、全体的にうねりが見られるが、こ

れは触針式段差計で測定する際の針の送り機構のガタによるものと考えられる。

*5 シグマ光機による測定。
*6 もちろん、回折限界より小さくしてしまったら probe光をくぼみの中に集光できないので、回折限界よ
りは大きくあるべきである。

*7 objectとして使う以外の使い道は特にない。
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図 2.7 phase plateの詳細

2.2 PCIの実験

PCIを用いると probe光が objectによって散乱されたときの phase shiftが見えるこ

とが分かった。したがって、phase plateを PCIによって imagingすれば、中央のくぼみ

の形状や深さを反映した imageが得られるはずである。そこで、原子気体を PCIによっ

て imagingする前に予備実験として、phase plateの PCIを行う。

2.2.1 実験のセットアップ

図 2.8に PCIを用いて phase plateの imagingを行うための光学系を示す。

fiber

screen(profiler)

phase plate

    object

(phase plate)
f = 40 f = 200f = 125

165mm 400mm 200mm 200mm

図 2.8 PCIの光学系

まず最初に２枚のレンズを用いて probe 光のビーム径を大きくし、その後 phase plate

を objectとして PCIを行う。この imaging系の倍率は 1であるので、screen上に直径

140µmの円形の imageが得られると期待される。
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■probe光のビーム径の算出 PCIを行うためには probe光を phase plateの中央のくぼ

みに focusしなければならないが、そのために必要なビーム径を算出する。レーザー光は

通常ガウシアンビームの形をとっており、次のような強度分布をもっている。

I(z, r) =
2P

πw(z)2 exp
(
− 2r2

w(z)2

)
(2.8)

w(z) = w0

√
1 +

z2

z2
R
∼ λz

πw0
(2.9)

z

r

w0 zR

0

r

I(r)

w(z)

2w(z)
e -2

e -8

w(z)

図 2.9 ガウシアンビーム

ここで、w(z)はガウシアンビームの半径である。特に w0 をビームウェスト半径といい、

これはガウシアンビームが focusされている点での半径である。zR = w2
0π
λ をレーリーレ

ンジといい、ガウシアンビームが実効的に平行光と見なせる範囲を示している。

半径 w(z) の円内にはガウシアンビームの全パワー P の 86.47 ％が入っており、半径

2w(z)の円内には 99.97％のパワーが入っている。したがって、2w0 が phase plateのく

ぼみの半径 70µm以下になるようにすれば十分である。

f = 200

w(200mm)
w0 =35μm

200mm

図 2.10 レンズによるガウシアンビームの集光

図 2.10から分かるように、レンズによってガウシアンビームのビームウェストの位置と



16 第 2章 Phase Contrast Imaging

大きさが変化する。w0 = 35µmとなるのに必要なビーム径は式 (2.9)より、

w(200mm) =
767nm

π · 35µm
200mm

∼ 1.4mm

となるので、probe 光の直径として 2.8mm 以上必要である。fiber から出てきた直後の

probe 光の直径は 1mm 程度であったので、f=40mm と f=125mm のレンズを組み合わ

せてビーム径を 125mm/40mm ∼ 3倍程度大きくした。

■phase plateの配置 probe光を phase plateのくぼみ部分にしっかりと focusさせる

方法について述べる。

正しい位置

z

横から見た図 正面から見た図

x

y

phase plate

probe light

phase plate

probe light

初期位置

図 2.11 phase plateの配置

1. 最初から phase plateを正しい位置に配置するのは難しいので、あえて focusの位

置から z方向にずらし、phase plateのくぼみ部分をおおまかに probe光に合わせ

る。このとき、probe光が phase plateのくぼみ部分をかすっていたら、screenに

同心円状の干渉縞が見えるので、干渉縞が見えるように調整する。

2. phase plateの x, y方向の位置を調整して、同心円状の干渉縞の中心が見えるよう

にする。

3. phase plateを z方向に動かすと、干渉縞の同心円の間隔が変化する。focusの位置

に近づくと干渉縞の間隔が広くなるので、最も広くなるところに調整する。probe

光がすべて phase plateのくぼみ部分に入射していれば干渉縞は見えなくなる。
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■profiler 今回の実験では screenとしてDataRay社の CCD beam profiler WimCamD

を用いた。この profilerには専用のソフト DataRayが付いており、このソフトを通じて

imageを PC上で見ることができる。また、得られた imageをテキストファイルに変換

することができるので、画像をグラフ化する際にはこのテキストファイルを Excelで読み

込んで処理することができる。

2.2.2 実験結果

図 2.7に示した phase plate(A)、(B)、(C)を組み合わせて PCIの実験を行った。表 2.1

に phase plateの組み合わせを示す。

表 2.1 phase plateの組み合わせ

組み合わせの名前 objectとして使う phase plate PCIを行う phase plate

EX1 （C） (A)

EX2 （B） (A)

EX1と EX2において PCIを行ったときに profilerによって得られた imageを図 2.12

に示す。

EX1 EX2

3000μm

グラフ化に用いた軸

図 2.12 PCIによって得られた image
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phase plateのくぼみの形をそのまま反映した円形の imageが得られた。図 2.5の phase

plate の写真を見てもくぼみ部分はまったく見えないが、PCI を用いるとくぼみ部分の

image、つまりくぼみ部分の phase shift がしっかりと目で見て分かるようになった。

Absorption Imagingでは phase shiftは見えないので、これが PCIの利点の一つである。

これらの組み合わせにおいて、式 (2.5) から期待されるコントラスト IPC/I0 を計算す

る。まず、phase plateの透過率 tを求める。

E √1 - r2E (1-r2)E

rE r √1 - r2E

図 2.13 透過率 tの導出

phase plateに用いたガラスの屈折率は 1.453であるので、空気からガラスに光が入射し

たときの (振幅に関する)反射率 rは、

r =
∣∣∣∣
n− 1
n + 1

∣∣∣∣ = 0.185 (2.10)

となる。

光は空気からガラスに入射した後、ガラスから空気にまた入射していく。したがって、

phase plate の正味の透過率は t = 1− r2 = 0.966 となる。この透過率と式 (2.5) から

EX1と EX2における imageのコントラストは、

IPC/I0 = 2.23 （EX1：φ =
π

6
）

= 4.87 （EX2：φ =
π

2
）

と期待される。

この imageを定量的に評価するために以下の手順でデータを処理した。

1. object(phase plate) ありのときの光の強度 IPC と object なしのときの光の強度

I0 を profiler を用いて測定し、それぞれ 20 回の平均値を求める。平均操作は

DataRayに組み込まれているので、それを利用する。

2. それぞれをテキストファイルにして Excelに取り込み、割り算 IPC/I0 を行う。割

り算を行うことによって、余計な干渉縞などを低減することができる。
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3. phase plate のくぼみ部分の中央を通る軸に関して IPC/I0 をグラフ化する。こ

こで、1pixel あたり 11µm である。今回は図 2.12 に示す縦軸に関してグラフを

作った。

このようにして得られたグラフを図 2.14に示す。

1000 2000 30000

軸方向の距離[μm]
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ン
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ス
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EX1 EX2

129[μm]

140[μm]

図 2.14 PCIによる imageのグラフ

このグラフの半値全幅を求めてみると、EX1 では 129µm、EX2 では 140µm であった。

profiler の分解能が 1pixel あたり 11µm であるので、その程度の誤差を考慮すると、

phase plateの設計値である 140µmに近い値を得ることができた。

IPC/I0 の平均値を imageのデータから求めるたものと、理論値の比較を表 2.2に示す。

表 2.2 PCIの実験結果

phase plateの組み合わせ IPC/I0 の実験値 IPC/I0 の理論値 実験値と理論値の比

EX1 1.84± 0.15 2.23 0.83± 0.07

EX2 4.15± 0.33 4.87 0.85± 0.07

この表から分かるように、測定で得られたコントラスト比は理論値よりも 15％ほど小さ

かった。どちらの実験結果でもほぼ同じ割合だけ理論値よりも小さいので、この誤差はこ

の実験系に起因する誤差であると考えられる。
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■誤差についての考察 式 (2.5) を導出する時に、object による散乱光はすべて phase

plateのくぼみに入らず、そのまま通過すると考えて計算している。しかし、図 2.15を見

ると、散乱光の一部は phase plateのくぼみに入射しており、probe光と同様に λ/4だ

け位相が進んでしまう。すると散乱光は probe 光と干渉せず、理論で予想されるコント

ラストよりも小さく観測されると考えられる。

probe light

lens screen

object

scattered light

z

phase plate

r

a

f

b

w0
wl

wp

図 2.15 PCIにおける誤差

objectに散乱された直後の光の半径を w0 とする。散乱された光もまたガウシアンビーム

であると仮定すると、散乱光のレンズ位置での半径は式 (2.9)から、

wl = w(a) ∼ λa
πw0

と求められる。この imaging 系の倍率は b/a であるので、screen 上での散乱光の半径

は、objectに散乱された直後の光の半径を b/a倍した b
a w0 となる。図 2.16から、phase

wl w0wp a
b

f b - f

図 2.16 phase plateの位置におけるビーム径の算出

plateの位置における散乱光のビーム径 wp は相似の関係を用いて、

wp =
f
a

w0 +
b− f

b
wl (2.11)
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と求められる。今回の実験のパラメータ a=400mm、b=400mm、f =200mm、w0 = 70µm、

λ = 767nmを代入すると wp = 735µmが得られる。phase plateのくぼみ部分に入射す

る光のパワーは、式 (2.8)をくぼみ部分の領域に関して積分することによって、

Ploss =
∫ 2π

0

∫ w0

0

2P
πw2

p
e
− 2r2

w2
p rdrdθ

= P(1− e
− 2w2

0
w2

p )
∼ 0.018P

となる。したがって、objectに散乱された光が phase plateのくぼみ部分に入射すること

によるロスは 1.8％程度である。このロスを防ぐには phase plateの位置における散乱光

の半径を大きくすればよいのだが、それには a、b、 f といったパラメータをなるべく大き

くとればよい。

実際の誤差は 15％ほどあり、散乱光が phase plateのくぼみに入射することによる誤

差だけでは説明できない。誤差の要因として、この他にもレンズの収差や、光学系に付着

した汚れによる干渉縞などが考えられるが、主な要因は今のところ不明である。

2.2.3 PCIのまとめ

phase shiftが π/6、π/2である phase plateを PCIによって imagingすることに成

功し、PCIによって objectの phase shiftが見えることを実証できた。表 2.2を見ると、

PCIを用いて objectの phase shiftを測定すると 15％程度小さい値が結果として得られ

る。この誤差の要因については今だ分かっていない。

PCI を BEC に適用する場合、その主な目的は BEC のダイナミクスを観察することに

ある。また、Absorption Imagingを行う系と PCIを行う系の違いは phase plateを入れ

るかどうかだけであり、簡単に変更が可能である。つまり、BEC の原子数の厳密な評価

は Absorption Imaging によって行い、PCI ではダイナミクスの観察を行うというよう

な使い分けをすることによって、幅広く BECの特性を調べることができる。
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2.3 原子と光の相互作用

Absorption Imagingや PCIによる imageからは、objectの透過率 t、phase shift φ

が得られる。これらの量が冷却原子気体の共鳴周波数や密度、probe光の周波数にどのよ

うに依存しているかを知る為には、原子と光の相互作用について考察しなければならない

[11,12]。したがって、この節では原子と光の相互作用の扱いについて述べ、PCIを行うの

に適した probe光の条件について考察する。

2.3.1 複素屈折率と透過率、phase shiftの関係

一般に、物質の屈折率は吸収などの光学的性質は複素屈折率 nre f によって表される。

この節では、複素屈折率を導入し、物質の透過率と phase shiftとの関係を示す。

中性誘電媒質中のMaxwell方程式は、

∇ · D(r, t) = 0 (2.12)

∇ · B(r, t) = 0 (2.13)

∇× E(r, t) = −∂B(r, t)
∂t

(2.14)

∇× H(r, t) =
∂D(r, t)

∂t
(2.15)

D(r, t) = ε0E(r, t) + P(r, t) (2.16)

B(r, t) = µ0H(r, t) (2.17)

である。P(r, t)は分極であり、電場の強さが十分に弱い時、分極 P(r, t)は電場に比例す

ると考えて、
P(r, t) = nα(ω)E(r, t) (2.18)

とする。ここで nは原子の密度であり、比例係数 α(ω)を複素分極率と言う。また磁性の

効果は十分に小さいと考えてよいので、透磁率として真空中の透磁率を用いた。電場が満

たすべき波動方程式を見つけるために、式 (2.14)の両辺の rotationをとり、式 (2.15)と

式 (2.16)を代入すると、

4E(r, t)− 1
c2

∂2E(r, t)
∂t2 =

1
ε0c2

∂2P(r, t)
∂t2 (2.19)

が得られる。電場は横波なので∇ · E(r, t) = 0を使った*8。電場として x方向にすすむ単

*8 これは誘電率 ε(ω) 6= 0である場合に正しい。今回は ε(ω) = 0となる状況は考えないので、E(r, t)が常
に横波であると考えてもよい。
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色平面波を考えると、
E(r, t) = E0ei(kx−ωt) (2.20)

となる。これを式 (2.19)に代入すると kと ω の分散関係

k2 =
ω2

c2

(
1 +

nα(ω)
ε0

)

=
ω2

c2 {nre f (ω)}2

(2.21)

が得られる。ここで導入した nre f (ω) = nR(ω) + inI(ω)を複素屈折率*9と言う。この複

素屈折率を用いると媒質中の電場は、

E(r, t) = E0ei(nre f ωx/c−ωt)

= E0e−nI ωx/cei(nRωx/c−ωt)
(2.22)

となる。複素屈折率の実部は波の波長や速度を変化させるので、通常の屈折率と同じもの

であり、虚部は波の振幅を減衰させるので誘電媒質による吸収を表している。このよう

に、複素誘電率を導入することにより、物質の屈折率と吸収を同時に表すことができる。

ここで、原子気体が十分希薄なとき（ nα
ε0
¿ 1）を考えると、

nre f =
√

1 +
nα

ε0
∼ 1 +

nα

2ε0
(2.23)

が得られる。

また、物質の厚さを dとすると、透過率 tと phase shift φは、

t = e−nI ωd/c

φ = −ω

c
(nR − 1)d

(2.24)

と表される。したがって、物質の複素屈折率を求めれば、それから透過率と phase shift

が得られる。

2.3.2 ２準位原子と光の相互作用

原子の複素屈折率を求めるためには、原子が光に対してどのように応答するかを求めな

ければならない。そこで、まず最も単純なモデルである２準位原子と単一モードの光の相

互作用を考察する。

一般に、原子は複雑なエネルギー準位構造をもっている。しかし、光との相互作用に

よって状態の遷移を起こす場合には、その遷移の共鳴周波数にほぼ等しい周波数の光だけ

*9 物質の密度 nとの混合を避けるために nre f と書く。
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を吸収・放出する。したがって、光との相互作用を考える時にはその２つの準位だけを考

えればよく、２準位原子モデルがよい近似で成り立つ。

｜1＞

｜2＞

E1

E2

hω0

E(t)
hω

基底状態

励起状態

図 2.17 ２準位原子モデル

２準位原子のハミルトニアンは、

Ĥ0 = E1|1〉〈1|+ E2|2〉〈2| (2.25)

とかける。ここで、|1〉、|2〉はそれぞれ基底状態と励起状態の固有状態であり、E1、E2 は

固有エネルギーである。原子の双極子モーメントを µ̂ = µ(|1〉〈2|+ |2〉〈1|)、光の電場を
E(t) = E0 cos(ωt)とすると*10、原子と光の相互作用ハミルトニアンは、

ĤI(t) = −µ̂ · E(t) = −µ · E0

2
(eiωt + e−iωt)(|1〉〈2|+ |2〉〈1|) (2.26)

で与えられる。また、系全体のハミルトニアンは Ĥ = Ĥ0 + ĤI(t) で与えられる。この

問題ではハミルトニアンが時間に依存するので、時間に依存する Schrödinger方程式

ih̄
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉 (2.27)

を解く必要がある。いま、状態ベクトル |Ψ(t)〉の形として

|Ψ(t)〉 = c1(t)e−i E1
h̄ t|1〉+ c2(t)e−i E2

h̄ t|2〉 (2.28)

を仮定する*11。これを Schrödinger方程式 (2.27)に代入すると、

ih̄ċ1(t) = − h̄Ω
2

(ei(ω−ω0)t + e−i(ω+ω0)t)c2(t) (2.29)

ih̄ċ2(t) = − h̄Ω
2

(ei(ω+ω0)t + e−i(ω−ω0)t)c1(t) (2.30)

となる。Ω = µ·E0
h̄ を Rabi周波数、h̄ω0 = E2 − E1 を共鳴周波数という。また、離調と

呼ばれる量を δ = ω − ω0 で定義する。ここで、角周波数 ω + ω0 で振動する速い項は、

*10 ここでの扱いは電気双極子近似と呼ばれるものである。また、µは実数であるとして一般性を失わない。
*11 相互作用表示をとっているのと同等である。
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原子と光が相互作用する時間スケールでみると平均して 0になってしまう。したがって、

この速く振動する項を無視してしまうと*12、

ih̄ċ1(t) = − h̄Ω
2

eiδtc2(t)

ih̄ċ2(t) = − h̄Ω
2

e−iδtc1(t)
(2.31)

が得られる。この方程式を初期条件 c1(t = 0) = 1、c2(t = 0) = 0の元で解くと、

c1(t) = ei δ
2 t

{
cos

W
2

t− i
δ

W
sin

W
2

t
}

(2.32)

c2(t) = ie−i δ
2 t Ω

W
sin

W
2

t (2.33)

が得られる。ここで、W =
√

δ2 + Ω2 を章動周波数という。電子が各状態をとる確率は

Bornの確率規則により |〈i|Ψ(t)〉|2（i = 1, 2）で与えられるので、

|c1(t)|2 = cos2 W
2

t +
δ2

W2 sin2 W
2

t

|c2(t)|2 =
Ω2

W2 sin2 W
2

t
(2.34)

となる。

1

0.5

0 π 2π 3π 4π 5π 6π
Ωt

｜c2(t)｜
2

図 2.18 様々な離調に対する Rabi振動

２準位原子が光と相互作用をすると、図 2.18のように励起状態と基底状態の間を行っ

たり来たり振動する Rabi振動という現象が見られる。離調 δが大きくなると、遷移確率

の振幅が小さくなることが分かる。つまり、電子が基底状態から励起状態に遷移する場合

*12 回転波近似と言う。



26 第 2章 Phase Contrast Imaging

には、原子の共鳴周波数 ω0 に近い周波数の光をよく吸収する。逆に、励起状態にいる電

子に共鳴周波数に近い光が入射すると、その光と同じ周波数の光を放出して基底状態に遷

移する。この過程をそれぞれ光の吸収過程、誘導放出過程と言う*13。

2.3.3 自然放出の Einsteinによる現象論的取り扱い

先ほどの２準位原子モデルと光の相互作用の問題では、電子の状態が準位間を振動する

Rabi振動という現象が見られた。このモデルでは電子が励起状態にいるときに光の入射

を止めてしまうと、その後もずっと電子は励起状態に居続けることになる。しかし、現実

には光を入射しなくとも、励起状態にいる電子は光を放出して有限の時間内に基底状態に

遷移する。このような過程を自然放出過程と言う。

２準位原子

laser場

吸収

誘導放出

真空場

  ω1,ω2,ω3,
ω4,...,ωk,...

自然放出

ω

図 2.19 吸収・誘導放出・自然放出

実際の原子は先ほどのような特定のモードの光以外の、真空場のモードとも相互作用し

ている。励起状態にいる電子はこの真空場と相互作用することにより、真空場のあるモー

ドの光を放出して基底状態に遷移する。このとき、真空場のモードの数は無限であるの

で、放出された光のモードと原子が再び相互作用する確率は限りなく小さく、そのために

不可逆な過程となっている。

このような考え方で自然放出を取り扱うことができるが、それには光の量子化などの手

法が必要であり、その解説には手間がかかりすぎる。そこで、今回は Einsteinによる自

然放出の現象論的取り扱いについて解説する。

■Einsteinの A係数と B係数 Einsteinは２準位原子と電磁場の熱平衡状態を考察する

ことにより、自然放出の必然性を証明し、自然放出が起きるレートを定めた。２準位原子

によって囲まれた空洞を作り、それを温度 Tの環境と接触させることにより、熱平衡状態

を実現させる。このとき、空洞中の電磁波のエネルギー密度分布 ρ(ω)dω は、空洞輻射

に関する Kirchhoffの定理*14から、黒体輻射のエネルギー密度と等しい。ここで、Plank

*13 光を量子化した上でここでの議論をもう一度行うと、光の吸収・放出が起きていることが明確に分かる。
*14 Kirchhoffの定理とは、任意の物質で囲った空洞が温度 T の熱平衡状態にあるとき、その空洞に平衡状態
を乱さない程度に小さい穴をあけると、そこから放出される電磁波のエネルギー密度は黒体輻射のものと
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による黒体輻射の式は、

ρ(ω)dω =
h̄ω3

π2c3
1

exp( h̄ω
kBT )− 1

dω (2.35)

である。

また、２準位原子は温度 T の熱平衡状態にあるので、基底状態の原子数を N1、励起状

態の原子数を N2 とすると、統計力学のカノニカルアンサンブルによる取り扱いによって、

N2

N1
= exp(− h̄ω0

kBT
) (2.36)

が得られる。この２つの式は統計力学や熱力学、実験事実と整合しているので、この式を

基礎にして自然放出についての考察を進める。

まず最初に、２準位原子は光の吸収と誘導放出のみ行うと仮定する。吸収・誘導放出過

程は光が入射した時だけ生じるので、これらの過程が単位時間当りに起きる割合は共鳴周

波数 ω0 の光のエネルギー密度 ρ(ω0) に比例すると考えてよい*15。そこで、Einsteinの

｜1＞

｜2＞

B12ρ(ω)N1 B21ρ(ω)N2

吸収 誘導放出

N1

N２

図 2.20 Einsteinの B係数

B係数というものを導入して B12ρ(ω0) を吸収レート、B21ρ(ω0) を誘導放出レートとす

ると、図 2.20より基底状態と励起状態の原子数の時間変化は、

dN1

dt
= −B12ρ(ω0)N1 + B21ρ(ω0)N2

dN2

dt
= B12ρ(ω0)N1 − B21ρ(ω0)N2

(2.37)

というレート方程式で与えられる。ここで、吸収・誘導放出レートの比例係数として導入

した B係数は、２準位原子の性質だけで決まる定数である。熱平衡状態では N1、N2 は時

間変化しない定常状態（ dNi
dt = 0、i = 1, 2）にあると考えられるので、レート方程式の定

同じである、というものである。
*15 このことは次の節『吸収・誘導放出・自然放出レートの計算』にて正当化する。
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常解を求めると基底状態と励起状態の原子数の比は、

N2

N1
=

B12

B21
= const (2.38)

となり、温度に依存しない定数となる。ここで、式 (2.36)と比較すると明らかに異なる結

果を導いてしまっていることが分かる。この時、信頼すべき式は統計力学的な考察によっ

て求めた式 (2.36)のほうである。したがって、吸収・誘導放出過程とレート方程式による

２準位原子の平衡状態の理論はどこかに間違いがあると考えられる。

｜1＞

｜2＞

B12ρ(ω)N1 B21ρ(ω)N2

吸収 誘導放出

N1

N２

自然放出

AN2

図 2.21 Einsteinの A係数

Einsteinは、励起状態の原子は光を入射しなくても有限の時間内に光を放出して基底状

態に遷移するという自然放出過程を取り入れる必要があることを提案した。自然放出過程

は光が入射しているかどうかに関わらず生じるので、自然放出レートとして２準位原子の

性質だけで定まる Einsteinの A係数を導入する。吸収・誘導放出過程、自然放出過程の

３つの過程をすべて含めて再びレート方程式を立てると、

dN1

dt
= −B12ρ(ω0)N1 + B21ρ(ω0)N2 + AN2

dN2

dt
= B12ρ(ω0)N1 − B21ρ(ω0)N2 − AN2

(2.39)

が得られる。レート方程式を定常状態について解くと、

N2

N1
=

B12ρ(ω0)
B21ρ(ω0) + A

(2.40)

が得られる。この式と式 (2.35)、(2.36)が矛盾なく成立する為には Einsteinの A係数と

B係数が、

B12 = B21

A
B12

=
h̄ω3

0
π2c3

(2.41)
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を満たせば良い。このように、２準位原子と空洞輻射の平衡状態を考察することにより、

自然放出過程が必然であることが示され、また吸収・誘導放出レートと自然放出レートの

関係が得られた*16。

■吸収・誘導放出・自然放出レートの計算 この節では先ほど出てきた Einsteinの A係

数と B 係数の具体的な計算を行う。まず、基底状態の原子が光と相互作用して励起状態

に遷移するレート、つまり吸収レートを考える。それには式 (2.34)の励起準位の存在確率

|c2(t)|2 を用いる。いま、原子と相互作用をする光が十分弱く Ω/δ ¿ 1であるような状

況を考える。このとき、Rabi振動の式は、

|c2(t)|2 =
Ω2

δ2 sin2(
δ

2
t) =

|µ · E0|2
h̄2δ2

sin2(
δ

2
t) (2.42)

と近似される。

現実の光はある程度の周波数の幅を持っているので、２準位原子に入射する光の周波数

は原子の共鳴周波数 ω0 の付近で ∆ω程度の広がりを持ち、そのエネルギー密度は ρE(ω)

であるとする。光の周波数が広がっている効果を取り入れるためには式 (2.42)を、入射す

る光の周波数に関して積分してしまえばよく、

|c2(t)|2 =
∫ ω0+∆ω

ω0−∆ω

|µ · E0|2
h̄2δ2

sin2(
δ

2
t)dω (2.43)

を得る。ここで、光の電場のエネルギー密度は 1
2 ε0 |E0|2 = ρE(ω) であるので、E0 の偏

光方向を eとすると、

|c2(t)|2 =
2 |µ · e|2

ε0h̄2

∫ ω0+∆ω

ω0−∆ω
ρE(ω)

sin2( δ
2 t)

δ2 dω (2.44)

となる。図 2.22 を見れば分かるように、sin2 δ
2 t/δ2 は |δ| < 2π/t を満たす範囲内での

み大きな値をとる。また、十分長い時刻 t をとることにより、sin2 δ
2 t/δ2 はデルタ関数

的な振る舞いをするので、ρE(ω) を ω = ω0 での値として積分の外に出せる。そして

|δ| < 2π/t以外の領域では値がほとんど 0なので、積分範囲を [−∞, ∞]まで拡大すると、

|c2(t)|2 =
2 |µ · e|2

ε0h̄2 ρE(ω0)
∫ ∞

−∞

sin2( δ
2 t)

δ2 dω =
π |µ · e|2

ε0h̄2 ρE(ω0)t (2.45)

が得られる。

*16 上の議論では光の量子化などはいっさい用いずに自然放出を導出しているように見える。しかし、この議
論の出発点となる Plankの黒体輻射の式は、光の量子化を行うことによって初めて導かれるものである。
したがって、今回の Einsteinによる自然放出の導出にも、その背後には光の量子化の考えが潜んでいる。
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t=6
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図 2.22 sin2 δ
2 t/δ2 のグラフ

いま、原子の双極子モーメントの向きはバラバラであるとして、その平均値を用いるこ

とにする。２準位原子の双極子モーメントと光の電場の偏光方向の成す角を θ とし、全方

向に関して |µ · e|2 = µ cos2 θ の平均値を求めると、

〈µ cos2 θ〉 =
µ

4π

∫ π

0

∫ 2π

0
cos2 θ sin θdϕdθ =

1
3

µ (2.46)

が得られる。

結局、励起状態の原子の存在確率は、

|c2(t)|2 =
πµ2

3ε0h̄2 ρE(ω0)t (2.47)

となるので、これを微分することにより、単位時間当りに光を吸収して基底状態から励起

状態へ遷移する原子の割合である吸収レートが、

d
dt
|c2(t)|2 =

πµ2

3ε0h̄2 ρE(ω0) (2.48)

と得られた。ここで、吸収レートが光のエネルギー密度に比例していることが分かる。こ

のことから、前節で光の吸収・誘導放出レートは光のエネルギー密度に比例するとした仮

定が正しかったことが分かる。さらに、この式と式 (2.41)から Einsteinの A係数と B係

数を求めると、

B12 = B21 =
πµ2

3ε0h̄2 (2.49)

A =
µ2ω3

0
3πε0c3h̄

(2.50)
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となる。ここで、自然放出が起こるレートを表す A係数をあらためて、自然放出の線幅

Γ ということにする。線幅は Γ = µ2ω3
0/3πε0c3h̄ であり、この逆数は励起状態の寿命を

表している。

2.3.4 密度行列と原子の分極

この節では、本来の目的である原子の分極を計算して複素屈折率を求めたい。そのため

に、自然放出をも含めた２準位原子の取り扱いについて、まず説明する。

■密度行列 光の吸収や誘導放出では、原子は光のある特定のモードとだけ相互作用して

おり、光を吸収しては放出するサイクルを繰り返すため、そのモードの光と原子のエネル

ギーは保存する。このような相互作用をコヒーレントな相互作用という。それに対して、

自然放出では無限個のモードを持つ真空場に光を捨て、再びその光を吸収することはない

ため、エネルギーの散逸が生じる。このような散逸をデコヒーレンスと言う。散逸が生じ

る場合、その原因は主に不確定なものなので（自然放出の場合は真空場のゆらぎ）、原子

の状態を完全に知ることができなくなる。つまり、散逸が生じる場合は、系の状態は純粋

状態で書くことができず、混合状態で書かなければならない。混合状態を記述するために

密度行列を導入する。

２準位原子の状態ベクトル |Ψ(t)〉を用いて、密度演算子 ρ̂(t)を

ρ̂(t) = |Ψ(t)〉〈Ψ(t)| (2.51)

と定義する。この密度演算子を基底ベクトル |1〉、|2〉を用いて行列表示すると、

ρ̂(t) =
(

ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

)
=

(
|c1(t)|2 c1(t)c∗2(t)eiω0t

c∗1(t)c2(t)e−iω0t |c2(t)|2
)

(2.52)

となる。これを密度行列という。ここで、波動関数の規格化条件 |c1|2 + |c2|2 = 1 から

ρ11 + ρ22 = 1、が得られる。

この密度行列が満たすべき時間発展の方程式を求めたいのだが、それには式 (2.31)を利

用する。しかし、この方程式には自然放出の効果が取り入れられていないので、自然放出

の効果を現象論的に手で入れてやることにする。いま自然放出を考えると、２準位原子に

光を入射しない場合、励起状態の原子数は d
dt |c2(t)|2 = −Γ |c2(t)|2 に従って減少する。

したがって、式 (2.31)において、自然放出の効果を取り入れるには、

ċ2(t) = −Ω
2i

e−iδtc1(t)− Γ
2

c2(t) (2.53)

のように方程式を書き換えれば良い。密度行列の成分 ρ22 の時間微分を取り、式 (2.53)を
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用いると、

d
dt

ρ22 = ċ∗2c2 + c∗2 ċ2

=
Ω
2i

(eiδtc∗1c2 − e−iδtc1c∗2)− Γ |c2|2

=
Ω
2i

(ρ21eiωt − ρ12e−iωt)− Γρ22

(2.54)

が得られる。ρ11 + ρ22 = 1から、 ˙ρ11 = − ˙ρ22 である。ここで、これからの計算を簡単に

する為に σ12 = σ∗21 = ρ12e−iωt を導入する。この時間微分を取り、式 (2.31)の c1 に関す

る方程式と式 (2.53)を用いると、

d
dt

σ12 = −Ω
2i

(ρ22 − ρ11)− (
Γ
2

+ iδ)σ12 (2.55)

が得られる。また、この式の複素共役をとることにより、

d
dt

σ21 =
Ω
2i

(ρ22 − ρ11)− (
Γ
2
− iδ)σ21 (2.56)

が得られる。通常、系に散逸がある場合には系の状態は一定の時間の後、定常状態に落ち

着く。したがって、これらの方程式を定常状態 ρ̇11 = −ρ̇22 = 0、σ̇12 = σ̇∗21 = 0につい

て求めると、

ρ22 = 1− ρ11 =
Ω2/4

δ2 + Ω2/2 + (Γ/2)2 (2.57)

σ12 = σ∗21 = −Ω
2

δ + iΓ/2
δ2 + Ω2/2 + (Γ/2)2 (2.58)

が得られる。この式から定常状態における励起状態の原子の割合は最大で 1
2 であること

が分かる*17。ここで、共鳴光を入射した時に励起状態の割合が 1
4 になる光の強度として、

飽和強度 IS を定義すると、

I/IS =
2Ω2

Γ2 (2.59)

が得られる。光の強度は I = 1
2 ε0c |E|2 で定義される。飽和強度は実験で簡単に測定でき

る量であるのでよく用いられる。

１秒間当りに原子が吸収する光 (photon)の数を photon scattering rate Γp といい、

Γp = Γρ22 =
Γ
2

Ω2/2
δ2 + Ω2/2 + (Γ/2)2 (2.60)

*17 laser発振をするには、基底状態よりも励起状態にいる原子の数が多い反転分布を作らなければならない。
しかし、２準位原子だとそれが不可能であることが分かる。laser発振を行うには少なくとも３準位を利
用しなければならない。
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で与えられる。１秒間に自然放出は Γρ22 だけ起きるが、今は定常状態を考えているので、

同じ数だけ光 (photon) を吸収して基底状態から励起状態に遷移していると考えられる。

したがって、上式を得る。この photon scattering rate は laser cooling や optical trap

などの効率を考える上で重要な量である。

■原子の分極と複素分極率 これまでの議論で２準位原子の定常状態が求められた。原子

の密度が nのとき、分極 P(t)の期待値は、密度演算子と原子の双極子モーメント µ̂を用

いて、P(t) = ntr(ρ̂(t)µ̂)で与えられるので、

P = ntr(ρ̂(t)µ̂)

= nµ(ρ12 + ρ21)

= nµΩ
−δ cos ωt + Γ

2 sin ωt
δ2 + Ω2/2 + (Γ/2)2

(2.61)

となる。いま、２準位原子には E(t) = Re
[
E0e−iωt]という電場がかかっているので、複

素分極率 α(ω) = αR + iαI と原子の分極の関係は、

P(t) = Re
[
α(ω)E−iωt

0

]

= E0(αR cos ωt + αI sin ωt)
(2.62)

となる。式 (2.61)と (2.62)を比較することにより、複素分極率の実部と虚部として、

αR = −nµ2

h̄
δ

δ2 + Ω2/2 + (Γ/2)2 (2.63)

αI =
nµ2

h̄
Γ/2

δ2 + Ω2/2 + (Γ/2)2 (2.64)

が得られる。式 (2.23)を用いることによって複素屈折率を求めると、

nre f = 1 +
σ0nλ

4π

−δ̃ + i
1 + I/IS + δ̃2

(2.65)

が得られる。ここで δ̃ = δ
Γ/2、σ0 = 6πλ–2（λ– = λ/2π）であり、双極子モーメントを式

(2.50)によって線幅 Γに直して用いた。σ0 は共鳴光の吸収断面積と呼ばれるものである。

この複素屈折率から原子気体の透過率 t、phase shift φを求めるには式 (2.24)を用いれ

ばよいのであるが、いま原子気体の密度は一定ではなく空間的に変化するものと考えられ

る。したがって、probe光の進行方向を z軸にとり、縦密度 ñ(x, y) =
∫

n(x, y, z)dz を

定義すると、原子気体の透過率 t、phase shift φは、

t = exp(−σ0ñ
2

1
1 + I/IS + δ̃2

) = exp(−D
2

) (2.66)

φ =
σ0ñ
2

δ̃

1 + I/IS + δ̃2
= δ̃

D
2

(2.67)
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となる。D = σ0ñ/(1 + I/IS + δ̃2) を off-resonance optical density（光学的厚さ）と

いう。

2.3.5 PCIを行うのに適した probe光の条件

前節で原子気体の透過率 t や phase shift φ が原子の共鳴周波数 ω0、probe 光の離調

δ、原子気体の縦密度 ñにどのように依存するかを求めることができた。この章では、PCI

を行う時に使う probe光に必要な周波数 ω をどのように決定すればよいのか、その指針

を述べる。

PCIは原子気体に光を吸収させることなく、phase shiftを見ることができるのが特徴

である。したがって、この特徴を生かすように probe 光の周波数を決定すればよい。透

過率と phase shiftの式 (2.66)、(2.67)を見るとどちらも probe光の強度 I と共鳴周波数

からの離調 δに依存していることが分かる。特に、離調に関する依存性を見てみると、

t ∼ e−
1

δ2

φ ∼ 1
δ

(2.68)

となっている。したがって離調を大きくした時、phase shiftの減少に比べて透過率のほ

うが早く 1に近づく。このことから、透過率をほぼ 1にしつつ phase shiftにある程度の

値を持たせることができる。

■41K の特性 今回、PCI によって imaging したいものは 41K の BEC である。41K は

原子番号 19のアルカリ原子であり、その電子配置は (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)6(4s)1 と

なっている。最外殻電子が 1つだけで、それが s軌道であることがアルカリ原子の特徴で

ある。

図 2.23 に 41K のエネルギー準位を示す。ここで、2S+1LJ という記号は分光学でよく

使われるもので、Sは全スピン角運動量、Lは全軌道角運動量、J = L + Sは全角運動量

である。軌道角運動量は L = 0, 1, 2, 3, ...に対して S,P,D,F,...と書く決まりになっている。

全角運動量の値によって軌道が分裂しているのはスピン-軌道相互作用によるものである。

また、基底状態 42S1/2 から励起状態 42P1/2 への遷移を D1 線、42P3/2 への遷移を D2 線

という。

今回の実験で用いるエネルギー準位は D2 線であるので、表 2.3に 41Kの D2 線の特性

をまとめておく [13]。
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D2

766.7012nm

770.1093nm

図 2.23 41Kのエネルギー準位

表 2.3 41Kの D2 線の特性

波長 λ0 766.7012 nm

周波数 f0 391.287 THz

波数 k0/2π 13043 cm−1

線幅 Γ 2π × 6.09MHz

励起状態の寿命 τ 26.13 ns

飽和強度 IS 1.77 mW/cm2

共鳴光の吸収断面積 σ0 280.7× 10−15m2

■probe 光の離調 実際に 41K の BEC の縦密度を 1.5× 1014/m2、probe 光の強度を

3.26W/m2 として、透過率と phase shiftの離調依存性をグラフにしたものを図 2.24に

示す。

また、いくつかの離調における phase shiftと透過率の値を表 2.4に示す。

表 2.4 透過率と phase shiftの離調依存性

離調 [MHz] 透過率 phase shift[rad]

100 0.978 0.375

200 0.995 0.179

300 0.998 0.119

400 0.999 0.089

この表から離調を 300 ∼ 400MHz もとれば十分に透過率を 1 に近づけつつ、phase
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図 2.24 phase shiftと透過率の離調依存性

shiftとして 0.1程度の値が得られることが分かる。

■probe光による加熱の効果 PCIでは BECを連続的に非破壊で imagingできるのであ

るが、実際には多少であれ BECは probe光を吸収することにより加熱され、破壊されて

しまう。そこで、probe光を吸収することによる加熱の効果について考察する。

いま、原子が波数 kの光 (photon)を 1つ吸収したとすると、その photonから受け取

る運動量は h̄kとなる。したがって、原子の質量を mとすると、photon1つを吸収するこ

とによって上昇する温度 T は、

kBT =
(h̄k)2

2m
(2.69)

となる。41Kの場合、m = 6.85× 10−26 kg、k/2π = 13043cm−1であるので、T = 396nK

と求まる。また、1 秒間に photon を吸収する回数は photon scattering rate として

式 (2.60) で求めてある。離調 300MHz のときの photon scattering rate を求めると、

ΓP ∼ 57.8Hz であった。したがって、1 秒間当りの加熱レートは 22.9 µK/s と求まる。

BECの温度は 1µK以下であるので、1秒も probe光を当てると破壊してしまう。

実際に imagingを行う時は probe光を当て続けるようなことはせず、断続的に probe

光を照射する。imageを撮る際には、300 µs程度 probe光を当てれば十分である。300µs
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の間に BECの温度は 6.86nK程度しか上昇しない。したがって断続的に PCIを行うこと

によって、BECのダイナミクスを見ることは十分可能である。
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DDSによる laserの offset lock

BEC の PCI を行うには共鳴周波数から数百 MHz だけ離調のついた probe 光を用意

する必要があることが分かったが、それを実現するのが DDS による laser offset lock

system である。DDS(Direct Digital synthesizer) とは、0Hz から数百 MHz までの周

波数の正弦波を、デジタル制御によって正確に出力できるデバイスである。この DDS

と PLL(Phase Lock Loop) を組み合わせることによって、原子の共鳴周波数に lock さ

れている reference 光から数 GHz の offset をつけた laser 光を得ることが出来る。こ

のような laserの offset lock systemは、PCIや強磁場中の冷却原子気体の Absorption

Imagingを行うのに有効である。本章では DDSや PLLについて解説し、これらを用い

て laserの offset lockを実現する方法について述べる。

3.1 DDS offset lock systemの概要

細かな原理や実験方法は後にして、まず DDSや PLLの機能、laserの offset lockの方

法*1についての概要を述べる。

3.1.1 DDS offset lock systemの意義

今回設計した DDS を用いた laser の offset lock system では 41K の D2 線の共鳴周

波数から ±6.4GHz まで、数 Hz 単位で offset をつけることができる。共鳴周波数から

offsetをつける方法は他に AOM（Acoust-Optical Modulator)を用いる方法があるが、

AOM１つでは数百MHzが限界であり、また 0～数百MHzのなかで自由に offsetをつ

けられるわけではない。200MHzの AOMであれば、200MHz ±数十MHz程度しか変

*1 offsetという言葉と、前章で用いてた離調という言葉は、本論文内においては同義である。二つとも『周
波数の差』という意味で用いているが、文脈によって使い分ける
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化させられない。例えば PCI を行う場合、probe 光は共鳴周波数から数百MHz の離調

をつける必要があるが、それは DDS offset lock systemを用いれば簡単に、そして正確

にできる。

また、Feshbach resonance を用いるときには数十～数千 Gauss という磁場をかけ

る必要があるが、このとき原子のエネルギー準位は Zeeman 効果によって変化する。

Zeeman shiftはだいたい Bohr磁子 µB = 1.4MHz/Gauss程度のエネルギー変化を与え

るので、強磁場中では共鳴周波数は数 GHz程度変化することになる。このようなときに

Absorption Imagingをするには Zeeman shift分の離調をつけた probe光を用意しなけ

ればならないが、DDS offset lock systemを用いればそれは可能である。

3.1.2 DDSと PLL

■DDS DDS(Direct Digital synthesizer)の概要を図 3.1に示す。DDSは内部に正弦波

clock

DDS

PC

out

clock in

digital control in

fDDS

fclock

マイコン
etc...

図 3.1 DDSの概要

の数値データをそのまま記憶していて、それを適当なタイミングで読み出すことにより、

正確な正弦波を生成している。clockはその読み出しのタイミングの基準となるものであ

り、clockの性能がそのまま DDSの性能に繋がる。また、外部の PCなどから出力周波

数 fDDS を設定することができ、制御はすべてデジタルで行うので高い周波数安定性を持

つ。例えば今回の実験で用いた DDSは Analog Devices社の AD9858というモデルで、

外部 clockが 1GHzのとき 0～400MHzまで、0.25Hzステップで周波数を設定できる。

■PLL 図 3.2 に PLL(Phase Lock Loop) の概要を示す。PLL は２つの入力信号の位相

差を検知し、位相差を無くすように feedbackをかける回路である。位相差がないという

ことは、基準の周波数 fr と tuningしたい oscillatorの周波数 f が等しくなるということ
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図 3.2 PLLの概要

でもある。基準となる oscillatorには、DDSや水晶振動子などの正確な周波数を出力する

ものを用い、tuningしたい oscillatorとしては、VCO(Voltage Controled Oscillator)な

どが代表的である。ここでは例として VCOを PLLによって安定化する場合を説明する。

VCO は入力電圧によって発振する周波数を制御できる発振器である。VCO の周波数

は外部環境の影響を受けやすく、そのまま使ったのでは安定した周波数を得ることが難し

い。したがって、安定した周波数が欲しいときは PLLによって安定な oscillatorに lock

をしてやる必要がある。PLLは VCOの周波数と基準周波数を比較して、その差に対応し

た電圧を出力する。その電圧を VCOの制御電圧に feedbackすることで VCOの周波数

が変化し、最終的に基準周波数に一致する。もし、外部環境が変化するなどして VCOの

特性が変化したとしても、PLLがそれに合わせて feedbackをかけるので、VCOの周波

数は安定である。

out

in 1

in 2

PLL

VCO

reference

oscillator

feedback

error

signal

f

fr

÷N

divider
f /N

f = N fr
to other experiments

図 3.3 PLLによる周波数 N倍回路

また、図 3.3のように VCOの出力周波数を dividerで分周し、その信号と基準周波数

を PLLで比較することを考える。PLLの error signalを VCOに feedbackすることに

より f /N = fr が実現される。つまり VCOの周波数は f = N fr に lockされ、基準周波
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数を N倍した周波数を得ることができる。

3.1.3 DDS offset lock systemの概要

図 3.4 に DDS を用いた laser の offset lock system の概要を示す [14]。今回用いた

DDS は Analog Devices 社の AD9858 というモデルで [9]、DDS と PLL、divider を

内蔵している。使用する機器の詳細は後ほど解説するとして、ここではこの offset lock

Master Laser

to other experiment

photo detector
Tunable Laser

f0

f

beat frequency
fbeat = | f - f0 |

÷16

divider
| f - f0 |

16

in 1

in 2DDS
fDDS

PLL

PC

error signal

to PZT

to other experiment

D

clock

AD9858

λ/2

図 3.4 offset lock system

systemの概要を説明をする。ただし、図 3.4はあくまで概念図であるので、実際の実験

状況を正確には反映していない。より正確な実験系は 3.4節にて述べる。

1. 光源としてMater Laserと Tunable Laserの２台を用意しておく。Master Laser

は飽和吸収分光によって 41K の D2 線（766.7nm）に lock されており、Tunable

Laserは自作した External Cavity Diode Laser(ECDL)を用いている。ECDLは

767nm程度の波長を出力するように設計されており、PZT（ピエゾ、圧電素子）に

電圧をかけることによって共振器長を変え、発振周波数を制御できる。

2. この二つの光源から出た光を PBS によって重ね合わせ、λ/2 と PBS によって偏

光を合わせると、beat(うなり) が生じる。この beat の周波数は Master Laser と

Tunable Laserの周波数 f0 と f の差 fbeat = | f − f0|によって定まる*2。

*2 E1 = sin ω1t、E2 = sin ω2tとすると、E1 + E2 = 2 sin (ω1+ω2)t
2 cos (ω1−ω2)t

2 。photo detectorは電場
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3. photo diodeによって、２つの光の beat signalを電圧として取り出す。

4. dividerによって beat frequencyを分周し、 fbeat/16を得る*3。

5. PLLによって DDSの周波数 fDDS と beat signal fbeat/16が比較される。

6. PLL からの error signal を Tunable Laser の PZT に feedback することにより、

fDDS = fbeat/16、つまり | f − f0| = 16 fDDS に lockされる。

このようにして、Tunable Laserの周波数として f = f0 ± 16 fDDS が得られる。正負の離

調のどちらに lockするかは、error signalの poralityによって決めることができる。い

ま、AD9858の DDSの出力周波数の上限は 400MHzであるので、Tunable Laserは 41K

の D2 線から最大で ±6.4GHz の offset をつけることができる*4。また、DDS の周波数

は 1Hz以下の resolutionで設定できるので、Tunable Laserの周波数は laserの線幅程

度の resolutionで決定できる。

3.1.4 DDSと PLLの原理

前節で DDS と PLL を用いた offset lock sysytem の概要を説明したが、この節では

DDSと PLLのより詳しい原理について述べる。

DDSの原理

図 3.5に DDSの基本構成を示す [9]。まず、この構成要素がどのようなものであるかに

ついて解説する。

■Sine Lookup Table DDSは内部に正弦波の数表を持っており、それを読み出すことに

よって正確な正弦波を出力する。その正弦波の数表が Sine Lookup Tableと呼ばれる部

分である。これは programable ROM(Read Only Memory)に１周期分の正弦波のデー

タを記憶させているものである。ROMの各アドレスに１つの値が収納されているのであ

るが、アドレスが位相に対応し、収納されている値がその位相に対応した正弦波の値であ

る。clockの周期に合わせて、次から次へとアドレスに格納された正弦波の値を読み出す

ことによって、正弦波を生成することができる。

例えば、Sine Lookup Tableには正弦波の値が 1024分割して入っているとする*5。こ

の強度に反応するので、I ∼ cos2 (ω1−ω2)t
2 ∼ cos(ω1 −ω2)tが観測される。速い成分は photo detector

がついていけないので offsetとして測定され、振動成分としては遅いものだけが観測される。
*3 dividerの分周率は 16でなくてもよい。今回使用した DDS AD9858PCBには 16分周の dividerが内蔵
されているので、それを利用した。

*4 実際には、photo detectorの性能によって offsetmをつけられる範囲が決まってしまう。7GHzの beat
を見れる photo detector なら 6.8GHz の offset lock も可能だが、今回の実験では 500MHz の photo
detectorを用いるため、500MHzまでしか offsetをつけることができない。

*5 10-bitsの Phase Accumulatorに相当。
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Phase

Accumulator
Sine

Lookup Table

D/A

Converter

clock

Tunig Word

M
Lowpass

Filter

{degital signal {analog signal

図 3.5 DDSの内部構成

れを clock周波数 10.24MHzで読み出すとすると、clockからの signalを 1024個受け取

ると正弦波１周期分を出力するので、10.24MHz/1024 = 10kHzの周波数の正弦波が得

られる。

Sine Lookup Table と clock だけで正弦波を作ろうとする場合、出力周波数を変える

には clock 周波数を変えるか、Sine Lookup Table のアドレスの数や収納されている値

を変えるかのどちらかしかない。このどちらも現実的でないが、次に説明する Phase

Accumulatorを用いると、周波数を簡単に変更することができる。

■Phase Accumulator Phase Accumulator は図 3.6 に示すように、N-bits の全加算器

とラッチからなる回路で、clockに同期して、ある決まった値M(Tunig Word)をそれま

での Phase Accumulator の出力に加算して出力する積算回路である。 ラッチとは一種

M

Tuning Word

Σ
  N-bits

full-Adder

latch
to Sine Lookup Table

clock

図 3.6 Phase Accumulator

のメモリーで、clockが入力されているときのラッチへの入力値を、次の clockが入力さ

れるまで出力し続けるものである。そのため、clock が来るごとに latch の出力は M づ

つ加算され、値が 2N になったところで全加算器が overflowして 0に戻る。このサイク
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clock

latch

input

latch

output

図 3.7 ラッチの入出力

ルが正弦波１周期分に対応している。つまり、初期値を 0 としたとき、t 秒後の Phase

Accumulatorの出力はM fclocktとなる。この出力の値が Sine Lookup Tableのアドレス

番号、つまり正弦波の位相に対応している。N-bitsの Phase Accumulatorでは、0 ∼ 2π

の位相を 2N 分割することができる。したがって、Tuning WordがM、clock周波数が

fclock のとき、DDSの出力周波数は 1/2N × M fclock となる。この Tuning Wordを変更

することにより、自在に周波数を変えることができる。

また、N-bitsの Phase Accumulatorでは DDSの出力周波数を fclock/2N 間隔で設定

できる。したがって、Phase Accumulator の性能が DDS の周波数分解能を決定する。

今回用いる AD9858には 32-bitsの Phasa Accumulatorが内蔵されているので、周波数

分解能はおよそ 0.25Hzである。

■D/A Converter と lowpass filter Sine Lookup Table から読み出された正弦波の出力

は 2進数のデジタル信号なので、これをアナログ信号に直す必要がある。それを行うのが

D/A Converter である。また、D/A Converter でアナログ信号に直した後の出力波形

はギザギザしており、高周波成分を含んでいる。したがって、lowpass filterに通すこと

により、望みの周波数成分だけを取り出す。

■DDS出力周波数の上限 DDSの原理から DDSは基本的にサンプリング系であること

が分かる。つまり、DDSは Sine Lookup Tableの離散的な正弦波の値を clock周波数で

サンプリングし、連続的な正弦波を生成するものである。したがって、標本化定理（ナイ

キストの定理とも言う）から最大で clock周波数の半分までの周波数の正弦波しか正しく

再現できない。つまり、DDSの出力できる周波数の上限は入力する clock周波数によっ

て定まる。しかし、実際には上限に達しなくても波形が乱れてきたりすることがあり、実

用的な上限は clock周波数の 4分の１程度である。
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PLLの原理

PLLの基本構成を図 3.8に示す [15]。PLLは、２つの信号の位相と周波数を同期させ

る feedback回路である。PLLの動作は loop filterの性質に左右されるので、loop filter

の設計が重要になってくる。しかし、今回の実験では市販の PLLを使用しており、loop

filterの設計などは行っていない。したがって、本論文では loop filterの詳しい設計には

触れず、PLLの原理についてのみ述べる。

phase-frequency

detector
loop filter

tunable

oscillator

reference

oscillator

feedback

error

signal

図 3.8 PLLの基本構成

PLL を構成する主要な要素は tunable oscillator、reference oscillator、phase-

frequency detector（位相比較器）、loop filterの４つである。tunable oscillatorとして

は VCOなどの外部から周波数を制御可能なものを、reference oscillatorとしては水晶振

動子や DDSなど安定で正確な周波数を出力するものを用いる。今回の laser offset lock

の実験でいうと、laserの beat signalが tunable oscillator、DDSが reference oscillator

としての役割を持ち、laser の PZT に feedback をかけることによって beat signal を

DDSに lockする。

■phase-frequency detector ２つの信号の位相を比較するには、JK フリップフロップ、

乗算、排他的論理和を用いた方法など色々あるが、今回の実験では phase-frequency

detectorと呼ばれるものを用いる。JKフリップフロップ、乗算、排他的論理和などで構

成される phase detector(PD) は２つの信号の位相差を検出することができる。しかし、

phase-frequency detector(PFD)は２つの入力信号の位相差、さらに周波数差にも応じた

出力を出せる素子である。したがって、PDに比べて、PFDの方が PLLの lockできる範

囲が格段に広い。

PFDは図 3.9に示すように２入力、２出力の素子であり、入力信号を A,B、出力信号を

QA,QB とする。PFDは入力 Aの位相が入力 Bの位相より進んでいれば QA に、逆に入

力 Bの位相が入力 Aの位相より進んでいれば QB にパルスを出力する。また、入力 Aの

周波数が入力 Bの周波数よりも高ければ QA に、入力 Bの周波数が入力 Aの周波数より

も高ければ QB にパルスを出力する。QA と QB を見ることによって、どちらの位相が進
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PFD
A

B

QA

QB

図 3.9 phase-frequency detector

んでいるか、またはどちらの周波数が高いかが分かる。

状態遷移図を用いて PFDの動作を表現すると図 3.10のようになる。PFDの出力の状

QA=0

QB=0

QA=1

QB=0

QA=0

QB=1

A: 0 →1 B: 0 →1

A: 0 →1B: 0 →1B: 0 →1 A: 0 →1S0S2 S1

図 3.10 PFDの状態遷移図

態に応じて分類してあり、入力 A,Bの信号が 0から 1に立ち上がる時点で出力の状態が

遷移するとする。まず最初の状態が S0（QA = 0, QB = 0）であったとし、A入力が 0か

ら 1に変化したとする。このとき、状態が S1 に遷移して QA = 1,QB = 0の出力が得ら

れる。この状態 S1 は入力 Bが立ち上がるまで保持される。したがって、周波数差や位相

差に応じた長さだけ QA = 1 が出力される。このように状態 S1 は入力 A の位相が進ん

でいるか、周波数が高いことを示している。逆に状態が S2 であれば入力 Aの位相が遅れ

ているか、周波数が低いことを示している。図 3.11、3.12、3.13にいくつかの場合におけ

る PFD の出力を示す。 このようにして、PFD では２つの入力の周波数と位相を比較し

A

B

QA

QB

図 3.11 Aの周波数が Bよりも速い場合の PFDの出力
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A

B

QA

QB

図 3.12 Aの位相が Bよりも遅れている場合の PFDの出力

A

B

QA

QB

図 3.13 A,Bの周波数や位相が変化するときの PFDの出力

て、それに応じた出力を出す。この出力 QA と QB の差を取り、loop filterを通すことに

よって error signalを生成する。

■loop filter loop filterは PFDからの出力を、tunable oscillatorに feedbackするため

の error signalに変換する部分である。loop filterは基本的には lowpass filter、または

積分器であり、PFDの出力から直流成分だけを取り出す機能をもつ。

PFD
loop

filter
+

×-1

A

B

QA

QB
error

signal

図 3.14 loop filterによる error signal生成

図 3.14に PFDの出力を loop filterによって積分して、error signalを生成する過程を

示す。ズレが大きい程、大きな電圧を出力することが分かる。この error signalを VCO

などの外部電圧で制御可能な素子に feedback することによって、目的の周波数に lock
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することができる。

■charge pump loop filterとしては lowpass filterや積分器が一般的に使われるが、今

回の実験で使用した AD9858 には charge pump という loop filter としての役割を持

つ素子が組み込まれている。図 3.15 に charge pump の等価回路を示す。Ip を charge

pumpの出力リファレンス電流という。

PFD

A

B

QA

QB Cp

Verror

charge pump

SA

SB

Ip

Ip

図 3.15 charge pump

QA = 1 のときはスイッチ SA が、QB = 1 のときはスイッチ SB が ON になる。

QA = 1の時は SA が ONになり、電源に繋がった電流源が接続されてコンデンサ Cp に

定電流 Ip が流れ込み充電され、1 秒間に Ip/Cp の割合でコンデンサの電圧が上昇する。

逆に、QB = 1のときは SB が ONになり、GNDに向けて定電流 Ip でコンデンサが放電

し、１秒間に Ip/Cp の割合でコンデンサの電圧が下降する。図 3.16に charge pumpの

出力例を示す。

A

B

QA

QB

Verror

図 3.16 charge pumpの出力
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図を見れば分かるように、charge pumpの出力は PFDからの QA、QB の差を積分し

たようなものになっている。AD9858に内蔵されている PLLは PFDと charge pumpに

加え、さらに抵抗とコンデンサによって構成される loop filter用いて精度の高い PLLを

構成している。

3.2 光源の作成

今回の実験で用いる laser offset lock 用の光源として波長 767nm の Littrow 型

ECDL(External Cabity Diode Laser; 外部共振器型レーザー) を作成した。ECDL で

は LD(Laser Diode)から出力される光をコリメーションレンズによって平行光にし、回

折格子 (grating) によって周波数を選択的に LD に戻して共振器を構成する。図 3.17 に

Littrow型 ECDLの概要を示す。PZTに電圧をかけることによって共振器長を変化させ

collimation

lens

LD

mirror

grating

PZT

θ

3cm

図 3.17 Littrow型 ECDLの概要

ることができ、レーザーの発振周波数を調整することができる。LDと回折格子の間の距

離は 3cm程度であるので、LDと回折格子によって作られる共振器の FSR(Free Spectral

Range)は 5GHz程度である。

■回折格子 回折格子とはガラスなどの表面に周期的な凹凸をつけることによって、入射

した光を回折させるものである。回折格子はプリズムと同じように、光の波長によって回

折角が変わる。図 3.18 に回折格子の原理を示す*6。回折格子の表面の凹凸によって反射

*6 回折格子の原理は、結晶に X線を入射したときの Bragg散乱の原理と同じである。
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θ

d

L

図 3.18 回折格子の原理

した光は、そのとなりの凹凸によって反射した光と干渉する。このとき、ふたつの入射光

の光路長の差は図から 2L = 2d sin θ と求まる。二つの光が干渉して強め合うためには、

同位相でなければならない。光路長の差が波長の整数倍であるとき、二つの光は干渉して

強め合うので、回折される条件は nを整数とすると 2d sin θ = nλとなる。この条件を満

たさない光は、位相がランダムな光の足し合わせになるので打ち消し合って、回折され

ない。

3.2.1 ECDLの設計と製作

今回用いた回折格子の格子間隔は d = 5.56× 10−7 であり、LDを発振させたい波長は

767nmであるので、θ = 43.7◦ ' 45◦ となるように回折格子を固定すればよい。図 3.19

に実際に作成した ECDL の写真を示す。LD は温度や電流値によってもその発振周波数

を調整することが出来る。今回は LDをマウントしている台の下にペルチェ素子を置き、

温度を調整できるようにしてある。

今回作成した ECDLの特性を表 3.1に示す。

表 3.1 offset lock用 ECDLの特性

波長 766.7nm

スレッショルド電流値 52.5mA

mode hop free range 4GHz

線幅 2MHz
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図 3.19 ECDLの写真

3.3 DDSと PLLのセットアップ

laser offset lock system の実験では、DDS と PLL を内蔵した Analog Devices 社の

AD9858を使用した [9]。AD9858は表面実装用のデバイスであり、ハンダ付けの困難な

どから今回はその評価ボードである AD9858PCBを用いた。AD9858PCBは AD9858が

実装してあり、その性能を評価する為にあらかじめ PLL用 loop filter、VCO(1.53GHz～

1.63GHz)、divider(2分周と 8分周の２つ、合計 16分周)、PCとの接続用パラレルポー

ト (下の図には映っていない)などが組み込まれている。図 3.20に AD9858PCBの写真を

示す。

今回はこの AD9858 Evaluation Board のいくつかの箇所を改造して offset lock 回路

として用いた。

3.3.1 AD9858PCBの仕様

AD9858は DDSと PLL、今回は用いないが rf mixerを内蔵したデバイスである。

AD9858を動作させるのには、アナログとデジタル用の DC 3.3Vと charge pump用
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AD9858(DDS&PLL) divider(×2)

VCO

parallel port
DC 

power supply(3.3V,5V)

PLL input

DDS output

clock

input

図 3.20 AD9858PCB

の DC 5Vの２種類の電源を用意する必要がある。また、DDSを用いるには外部 clockを

入力する必要がある*7。AD9858には外部 clock用の 2分周 dividerがついており、外部

clockの周波数が高すぎるときはこの dividerを用いることができる。通常、外部 clock

は 1GHzまでであり、dividerを用いるときは 2GHzまで入力することができる。

図 3.21に AD9858本体のブロックダイアグラムを示す [9]。

■PLLブロック PLLブロックは DIVと PDの２つの入力*8、外部機器から制御可能な

programable divider(1,2,4分周を選べる)、charge pumpから構成されている。CPISET

端子とGNDの間に抵抗 Rp を繋ぐことによって、charge pumpの出力リファレンス電流

を Ip = 1.24V/Rp にしたがって設定することが出来る。AD9858PCBでは Rp = 2.4kΩ

の抵抗を用いてあり、Ip ∼ 500µAに設定してある。

■DDS ブロック DDS ブロックは Frequency Accumulator、Phase Accumulator、

Phase-to-Amplitude Conversion(Sine Lookup Table)、DAC(D/A Converter)から構

成されている。Frequency Accumulator は DDS の出力周波数を sweap したい時に用

いるものであり、通常は Phase Accumulatorのみを用いる。

DDSの出力周波数は FREQUENCY TUNING WORD（FTW）によって決められる*9。

*7 内部 clockを備えてはいるが、安定しないので安定した外部 clockで動作させるのがよい。
*8 ２つの入力は、特に違いはない。
*9 これは図 3.5における Tuning Word Mのことである。これらの値はすべて PCなどの外部機器によって
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図 3.21 AD9858のブロックダイアグラム

clock周波数を fclock とすると DDSの出力周波数 fDDS は、

fDDS =
FTW × fclock

2N (3.1)

となる。ここで Nは Phase Accumulatorの bit数であり、AD9858の場合は N = 32で

ある。DDSの出力周波数の上限は clock周波数によって決まっており、clock周波数の半

分程度までの周波数まで出力できる。ただし、上限に近づくと波形の乱れなどが生じてく

るので、実用的な限界は 400MHz程度である。表 3.2に clock周波数 1GHzのときの性

能を示す。

制御する
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表 3.2 clock周波数 1GHzのときの性能

出力周波数の上限 400MHz

周波数分解能 0.23Hz

出力電圧 (終端 50Ω) -15dBm

■AD9858PCB AD9858PCBでは AD9858に加えて、以下の deviceが実装されている

(本実験に関係のあるもののみ記す)。

1. PLL用 loop filter。

2. VCO(1.53GHz～1.63GHz、DC 5Vの独立した電源が必要)

3. divider(2分周、8分周の２つ、DC 5Vの独立した電源が必要)

4. PCパラレルポート接続用のポート

また、AD9858PCBには AD9858を PCによって controlするWindows用の software

が同封されている。今回はその softwareを用いて DDSを制御した*10。

図 3.22に AD9858PCBの概要を示す。ここで、接続端子はすべて SMA端子である。

AD9858

CP out
loop

filter
control

voltage in

out

VCO

power

supply

+5V for VCO

out1

out2

splitter
RF OUT

÷8÷2

divider

in

+5V for dividers

PLL in1

PLL in2

COMPARATOR 2 IN
DDS out

DAC OUTPUT

REF CLOCK IN

External

clock in

PC parallel port

power

supply

3.3V
5V 

for CP

図 3.22 AD9858PCBの概要 (実際の配置は反映していない)

*10 もちろん、この softwareを用いずとも、AD9858を制御することは可能である。
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DDSを PLLの基準信号にしたい場合は、DAC OUTPUTを COMPARATOR 2 INに

接続する。PLL のもう片方の入力は VCO と基板上で接続されているため、このままで

は使用できない。そこで、divider と VCO の間の回路を削り取って、新たに外部端子

と接続できるようにする必要がある。loop filterは charge pumpの出力を適切な error

signal に直すように設計されている。この loop filter の出力も VCO と接続されている

ため、改造して外部と接続できるようにしなければならない。今回の実験ではこの loop

filter後の error signalを laserの PZTに feedbackする。

3.3.2 AD9858PCBのセットアップ

AD9858PCBを offset lock回路として使うためにはいくつか改造する必要がある。改

造する必要のある場所を図 3.23に示す [14]。図中の cutと書かれた場所の回路を削り取

loop filter

R4

C3 C5
475Ω

470pF 51pF

cut
to VCO

error signal

C10

100pF

÷8÷2
to PLL in1

splitter

out2

infrom VCO

cut

beat signaldivider

(a) feedback用 (b) PLL入力用

図 3.23 AD9858の改造箇所

り、VCO との接続を断つ。そして、コンデンサ C5,C10 の端子に導線をハンダ付けし、

BNC端子と接続する。実際にセットアップした AD9858PCBの写真を図 3.24に示す。

各 SMA端子は L字のコネクタによって BNC端子に変換され、BNCケーブルで箱の

フロントパネルの BNC 端子と接続している。電源には 5V のスイッチング電源と 3.3V

の regulator LM1086-3.3(National Semiconductor社)を用いている。
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5V switching

power supply

AC 100V

3.3V regulator

circuit

clock DDS out

PLL in1PLL in2

error signal

parallel port
C10

divider

(a) top view (b)改造箇所

ここをハンダ付けしてある

from PLL in1

to error signal

裏面で接続されている

図 3.24 セットアップされた AD9858PCB

3.4 laser offset lockの実験

3.4.1 実験のセットアップ

図 3.25 に DDS による laser offset lock のセットアップを示す。photo detector は浜

松ホトニクスの Si PIN photodiode S5972[16] を用いて自作した。S5972 は遮断周波数

が 500MHzであるので、500MHzまでの beatしか測定することができない。したがっ

て、今回の offset lockの実験は 500MHzまでの範囲で行う。ただし、BECの PCIを行

うのには 500MHzも離調をつけられれば十分である。
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図 3.25 laser offset lock system
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図 3.4の Bias回路は PZTに Bias電圧をかけるために用いる。図 3.26に Bias回路の

概要を示す。Bias電圧を調整することで laserの発振周波数を lockしたい周波数の近く

×-1
+

0V

Vbias

error signal Verr

polarity

switch

0V

lock

switch

to PZT

Vbias

0V

bias voltage

図 3.26 Bias回路の概要

に持っていくことができ、確実に lockすることができる。また Bias回路は error signal

の極性を反転させる機能も持つ。laser に正の離調をつけたいときは極性はそのままで、

負の離調をつけたいときは極性を反転させる。今回、Bias 回路は実験室にあった飽和吸

収分光用の lock回路をそのまま流用した。

3.1.3節で laser offset lock systemの概要の説明をしたが、以下でより詳しく説明する。

1. PCと AD9858PCBをパラレルポートを用いて接続する。AD9858は付属の soft-

wareによって制御する。

2. AD9858 に外部 clock を接続する。clock として今回は ROHDE ＆ SCHWARZ

のファンクションジェネレーターから 1GHzの正弦波を-10dBm入力した。

3. 光源としてMater Laserと Tunable Laserの２台を用意しておく。Master Laser

は飽和吸収分光によって 41K の D2 線（766.7nm）に lock されており、Tunable

Laserは自作した 767nm ECDLを用いる。Master laserの偏光は横偏光になって

おり、PBSによって反射されない。

4. この二つの光源から出た光を PBSによって重ね合わせる。このとき、２つの光の

偏光は直交しているので、λ/2板によって偏光を 45°回転させ、その後再び PBS

に入れて同じ偏光成分を取り出す。このようにして２つの光の beatが得られる。

5. 光のモードを整える為に一度 fiberに通す。

6. photo detector に 0.7mW 程度の光を入射する。すると photo diode によって、

２つの光の beat signalを電圧として取り出せる。しかし、このままではパワーが

弱過ぎて PLLで検出されないので、rf AMPによって +27dBほど増幅する。これ

で、beat signalの電圧はだいたい −数 dBm程度になる。
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7. AD9858PCBの PLL in1に rf AMPから出力される beat signalを入力する。

8. PLLによって、PLL in2に入力されたDDSの周波数 fDDSと、beat signal fbeat/16

が比較される。 PLL からの error signal を Bias 回路を通し、Tunable Laser の

PZT に feedback することにより、 fDDS = fbeat/16、つまり | f − f0| = 16 fDDS

に lockされる。

offset lock laser の光の一部は fiber によって、BEC を PCI するための probe光として

別の実験系に送られる。

3.4.2 実験手順

以下に laserを offset lockするための手順を示す。

1. まず Bias回路の lockスイッチを OFFにしておき、spectrum analyzerによって

beat signalを観察しながら PZTへの Bias電圧を調整して、laserの発振周波数を

lockしたい周波数の近くにまで持っていく。

2. lock したい周波数が離れすぎていて PZT を調整するだけでは到達不可能な場合

は、LDの電流値を変化させたり、温度を調整することで目的の周波数に近づける。

3. PCから DDSの周波数を設定する。ここで、DDSの周波数は目的の offsetの 16

分の 1に設定する。また、このときに softwareの外部 clockの設定が間違ってい

ると正しい周波数を出力しないので注意する。

4. PCから、PLLの charge pumpの出力リファレンス電流値を設定する。この値は

まず適当に設定し、lockできなかった場合はまた異なる値で試してみる。

5. Bias 回路の lock スイッチを ON にすることにより、Bias 電圧＋ error signal が

PZTに送られる。これで offset lockができる。もし、lockできず、beat signalが

どこかへ飛んでしまう場合は Bias回路の極性を確かめてみる。極性が正しいのに

lockできない場合は、charge pumpの出力リファレンス電流値を変更する。たい

ていの場合、出力リファレンス電流値を大きめに設定しておけば lockできる。

3.4.3 実験結果

DDSの周波数を fDDS = 31.25MHzに設定し、beat signalが DDSの 16倍の周波数

fbeat = 500MHz に lock されるか実験をした。lock される前の周波数を 400MHz に設

定した。図 3.27に実験結果を示す。

図を見れば分かるように 500MHz程度の位置に lockされていることが分かる。laser

の線幅が 2MHz 程度あるので、その揺らぎの範囲内では目的の周波数に lock されてい
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0dBm

-40dBm

14.4MHz

500MHz

2MHz

図 3.27 500MHzの offset lockの実験結果

る。今回は error signalを PZTにのみ feedbackしているため、MHz程度の速い揺らぎ

に対しては feedback が効かない。そのため、laser の線幅は lock 前と lock 後で変化し

なかった。laser の線幅を小さくするためには、error signal の速い成分を LD の電流に

feedbackする必要がある。

beat signal が lock されるときの error signal の様子を図 3.28 に示す。比較のため、

680MHz から 500MHz に lock されるときの error signal の様子も示す。図を見ると

feedback がしっかりとかかり、error signal が 0V に収束していく様子が分かる。PLL

は beat signalと DDSの周波数を比較しているわけであるが、その周波数の差が大きい

程 error signalの電圧も大きいことが分かる。つまり、AD9858に内蔵されている PFD

は PLLの原理の節で解説したとおり、位相だけでなく周波数も比較している。

また、error signal の振動の周期を見ると、10ms 程度であることが分かる。これは

feedback回路の時定数によって決まるものであるが、今回は Bias回路の中に余分な積分

器が入っており、その時定数が 10msであるので、それによって回路の応答時間が決まっ

ている。AD9858の loop filterの時定数はもっと短く、100ns程度である。
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(a) 407MHzから500MHz

(b) 680MHzから500MHz

0V

0V

1V

-1V

1V

-1V

2V

3V

2V

100ms

100ms

図 3.28 lockされるときの error signal

また、lockにかかる時間を表 3.3に示す。

表 3.3 lockするのに必要な時間

400MHzから 500MHz 25ms

680MHzから 500MHz 50ms

当然のことながら、目的の周波数との周波数差が大きい程 lockするのに時間がかかっ

てしまうことが分かる。今の場合、周波数の差は２倍程度あり、lockにかかる時間も２倍

になっている。error signal を出力する charge pump の電圧変化は 3.1.4 節で解説した

ように、PFD が周波数のズレを検出している間は Verror = Ipt/Cp と時間に比例してい

る。したがって、lock にかかる時間が周波数差に比例しているとするこの結果は妥当な

ものである。また、この lock にかかる時間も feedback 回路の時定数によって決まって

くるので、Bias回路の中の余分な積分器を取り除くことで、より早く lockすることがで

きると考えられる。
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次に、様々な周波数差に対して laserが lockできるか実験を行った。実験結果を表 3.4

に示す。

表 3.4 offset lockの実験結果

| f − f0| ≤ 180MHz lockできない

180MHz < | f − f0| < 520MHz lockできる

520MHz ≥ | f − f0| lockできない

今回の実験で用いた photo detector の遮断周波数は 500MHz であるので、確かに

500MHz 以上の周波数差があると lock できない。しかし、500MHz よりも全然遅い

180MHz以下の周波数差でも lockができなくなった。error signalを観察すると、周波

数差 180MHz以下の領域では PLLに信号を入力していないのと同様の振る舞いをした。

そこで、その周波数域で PLLが機能するのに必要な入力のパワーを測定することにした。

DDSの出力とファンクションジェネレーター (FG)の出力を dividerで 16分周したも

のを PLLに入力し、FGのパワーがどれほどあれば正しい error signalを出力するのかを

測定した結果を図 3.29に示す。

PLLに入力する周波数[MHz]
(FGの出力周波数の16分の1)
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図 3.29 FGの周波数と error signalが出力されるのに必要な FGのパワーの関係

このグラフを見ると低周波域ほど入力するパワーが必要であることが分かる。したがっ

て、180MHz以下の領域では photo detectorによって得られる電圧が足りないため、lock

ができない。また、なぜ低周波域ほどパワーが必要なのか考察すると、おそらくそれは

16分周している dividerの性能のためであると考えられる。PLLの仕様書には −15dBm

のパワーがあれば動作可能と書かれており、実際、PLL に入力している DDS の出力は
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全周波数領域に渡り −15dBm程度である。AD9858PCBには 1.53GHz～1.63GHz用の

VCOが内蔵されており、今回用いている dividerはその VCOの周波数を分周するため

のものであった。したがって、この dividerは 1.6GHz程度の信号を分周するためのもの

であり、低周波域の信号に対しては性能が落ちると考えられる。

3.4.4 DDSによる laserの offset lockのまとめ

この実験によって、DDS と PLL を用いた laser offset lock system が有効に働くこ

とが確かめられた。今回作成した offset lock system によって lock できる周波数域

は、reference 光の周波数を f0、tunable laser 光の周波数を f とすると 180MHz <

| f − f0| < 500MHzであった。また、lockに要する時間は数百MHz離れていても数十

ms程度であった。lockに要する時間は Bias回路の中の余分な積分回路を取り除くこと

によって改善できると考えられる。

今回の実験では photo detectorとして自作したものを用いており、その遮断周波数は

500MHzである。したがって、今回の実験では 500MHzまでの offset lockを行った。今

後、より高速応答 (～GHz)する photo detectorを準備することにより、offset lockでき

る周波数範囲を広げることは可能である。ただし、本研究の目的である BECの PCIを行

うのには 500MHzも offsetをつけられれば十分である。

また、低周波域で PLLが有効に動作しない問題に関しては、dividerをより適切なもの

に取り替えるか、photo detectorの出力をさらにアンプするなどして解決したい。
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第 4章

BECの Phase Contrast Imaging

この章では、41Kの Bose-Einstein凝縮体 (BEC)の Phase Contrast Imagingについて

述べる。今までの実験で Phase Contrast Imagingと laser offset lock systemを準備で

きたので、この実験ではそれらを用いて BECの Phase Contrast Imaging系を構築する。

様々な離調に対して PCIを行い、理論と比較することで、その有効性を検証する。また、

大きく離調をとった probe光を用いることによって、BECのダイナミクスの観測が可能

であるのか、どれほどの離調をとればよいのか、本実験を通じて考察を行う。

4.1 BECの Phase Contrast Imagingの概要

この節では BECを PCIによって imagingするための知識を整理する。

■Phase Contrast Imaging 2.3節で解説したように、原子気体の透過率 tと phase shift

φは以下の式で与えられる（式 (2.66),(2.67)を参照)。

t = exp(−σ0ñ
2

1
1 + I/IS + δ̃2

) = exp(−D
2

) (4.1)

φ =
σ0ñ
2

δ̃

1 + I/IS + δ̃2
= δ̃

D
2

(4.2)

D =
σ0ñ

1 + I/IS + δ̃2
(4.3)

ここで、原子の共鳴周波数を ω0、probe光の周波数 ω、線幅 Γ、離調 δ = ω−ω0 または

δ̃ = δ/Γ、原子気体の密度 n、縦密度 ñ =
∫

ndz、吸収断面積 σ0 = 6πλ–2、飽和強度 IS と

する。透過率と phase shiftの離調依存性が異なるのがポイントで、離調を大きくとった

ときに、phase shiftが 0に収束するよりも透過率のほうが早く 1に収束する。したがっ

て、probe光の離調を大きくとることによって原子に光を吸収させずに、かつ phase shift

に有限の値を持たせることができる。
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また、一秒間当たりに原子が吸収する photonの数を photon scattering rateといい、

式 (2.60)から、

Γp =
Γ
2

I/IS

1 + I/IS + (2δ̃/Γ)2
(4.4)

で与えられる。また、1つの photonを吸収することによる加熱効果は kBT = (h̄k)2/2m

で与えられるので、41Kの場合は１つの photonを吸収すると T ∼ 400nK程度だけ加熱

する。したがって、photon scattering rate を抑えることが BEC を非破壊で観測するた

めに必要である。

Phase Contrast Imagingで得られるコントラストは式 (2.5)より、

IPC/I0 = t2 + 2− 2
√

2t cos
(

φ +
π

4

)
(4.5)

となる。I0 は原子がないときの probe光の強度である。この式から PCIでは原子による

光の吸収だけでなく、phase shiftも測定することができることが分かる。透過率が十分

1に近いときのコントラストの phase shiftへの依存性は図 4.1のようになる。

phase shift

(radian)

Ipc/I0

0 ππ/2-π/2-π
0

1

2

3

5

4

図 4.1 コントラストの phase shift依存性

phaseが進む時はコントラストが 1より大きくなり、逆に phaseが遅れるときはコン

トラストが 1より小さくなる。

実際に我々が得る情報はコントラスト IPC/I0 であるが、コントラスト IPC/I0 から

phase shiftを求めるには、式 (2.5)を φについて解いた、

φ = arccos
(

3− IPC/I0

2
√

2

)
− π

4
(4.6)

を用いる。

■BECに関する有用な公式 ここでは BECを評価するために必要ないくつかの公式を示

す。これらの公式の導出は参考文献 [17]を見ていただきたい。今回の実験では BECは磁

場のポテンシャルによって空間中にトラップされている。
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z
axial direction

r
radial direction

magnetic trap

図 4.2 磁場トラップの概要

図 4.2の丸い円は磁場トラップを構成するコイルであり、矢印は電流の方向を示す。こ

のような構成の磁場トラップを cloverleaf 型磁場トラップと言う [18]。cloverleaf 型磁

場トラップのポテンシャルは近似的に非等方の 3次元調和ポテンシャルと見なすことがで

き、そのポテンシャルは近似的に、

V(r, z) =
1
2

m(ω2
r r2 + ω2

z z2) (4.7)

で表される。ここで r =
√

x2 + y2 は磁場トラップの動径方向 (radial direction)、z

は軸方向 (axial direction) である。また、ωr、ωz をそれぞれ動径方向、軸方向のト

ラップ周波数という。今回の実験ではトラップ周波数はそれぞれ ωr = 2π × 325Hz、

ωr = 2π × 15Hzとなっている。ここで、ωr と ωz の相乗平均として ω̄ = (ω2
r ωz)

1
3 を

定義しておく。

BECの密度分布を平均場近似と Thomas-Fermi近似を用いて求めると、

n(r) =
µ

U0

[
1−

(
r2

d2
r

+
z2

d2
z

)]
(4.8)

となる（ただし、r2/d2
r + z2/d2

z ≤ 1）。ここで、dr、dz はそれぞれ BECの動径方向、軸

方向の大きさ、µは化学ポテンシャル、U0 は２粒子間相互作用の大きさであり、原子の s

波散乱長 aを用いて以下のように書ける。

µ =
1
2

h̄ω̄

(
15Na

√
mω̄

h̄

)2/5

= 1.48(Nah̄2ω̄3m1/2)2/5 (4.9)

U0 =
4πh̄2a

m
(4.10)

dν =

√
2µ

mω2
ν
　　 (ν = r, z) (4.11)

Nは BECの原子数、41Kの場合 a = 3.18nmである。これらの式を用いて BECの特性

を評価することができる。
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実際に BECを PCIによって観測する際にはデータとして phase shift φ の空間分布が

得られる。この値から原子数を評価するには上の式は不便であるので、いくらか式を変形

しておく。BECの密度分布を動径方向と軸方向の大きさを用いて書き換えると、

n(r) =
15N

8πd2
r dz

[
1−

(
r2

d2
r

+
z2

d2
z

)]
(4.12)

となる。いま、probe光は動径方向から入射するとして、その方向 (ここでは x方向とす

る)の縦密度を求めると、

ñ =
∫ dr

√
1−(y2/d2

r +z2/d2
z)

−dr
√

1−(y2/d2
r +z2/d2

z)
dxn(r) =

5N
2πdrdz

[
1−

(
y2

d2
r

+
z2

d2
z

)] 3
2

(4.13)

が得られる。したがって、phase shiftは式 (4.1)を用いると、

φ =
5Nσ0

4πdrdz

δ̃

1 + I/IS + δ̃2

[
1−

(
y2

d2
r

+
z2

d2
z

)] 3
2

(4.14)

となる。つまり、実験によって得られた phase shiftの値を上式によって fittingし、BEC

の大きさ dr、dz、原子数を評価することができる。

4.2 実験のセットアップ

この節では BECを PCIするための実験系について、そして実験手順について述べる。

4.2.1 実験系

図 4.3に BECの PCIを行うための実験系を示す。

この実験系は objectが BECであることを除いて、2章で説明した PCIの実験系と同等

である。BECは高真空度の glass cellの中に磁場トラップによってトラップされている。

以下で実験系について解説する。この系はもともと BECの Absorption Imagingを行う

ためのものであったが、レンズの焦点の位置に phase plateを入れるだけで、PCI用の実

験系として使うことができる。
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図 4.3 BECの PCIを行うための実験系

1. offset lock system によって 41K の D2 線から離調のついた光を作り出す。ここ

で、Master Laser の光として実際には共鳴 (41K の D2 線から −180MHz の離調

がついたものを利用している。

2. offset lock laser 光を AOM に通し、+200MHz の 1 次回折光を得る。この段階

で、AOMからの 1次回折光は共鳴から 16 fDDS + 20MHzだけ離調をつけられた

ものとなっている。また、AOMに rfを供給している回路は BNCケーブルで PC

と繋がっており、PC側から AOMの ON・OFFを切り替えることができる。

3. AOMからの光を fiberに通し、BECの実験装置にまで持っていく。光が出てくる

方の fiber couplerには collimation lensはつけておらず、f=150mmのレンズで

ビームの直径を 25mm程度に拡大して、かつ平行光にする。光のパワーは 0.8mW

程度である。

4. ミラーを使って BEC がトラップされている glass cell に向けて打ち上げて、光

が BEC に当たるようにする。その後、f=100mm のレンズで集光し、probe光が

phase plate の中央のくぼみに入るように phase plate を配置する。phase plate

をうまく配置させる方法は 2.2.1節を参照されたい。

5. CCDカメラを像が結像する位置に配置する。図 4.3にレンズや CCDカメラの配

置を示す。この imaging系の倍率は計算によると 3.9倍であるが、実測値は 3.8倍
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となっていた。この系では CCD カメラの 1pixel は 4.2µm となっている。また、

CCDカメラは PCと接続されており、とった画像をすぐに処理するプログラムが

ある。

4.2.2 実験手順

imaging の方法として、蒸発冷却が終了した時点で磁場トラップを切る TOF imag-

ing(Time of Fight)、磁場トラップし続ける in trap imagingの２種類があるが、今回は

in trap imaging を行った。TOF imaging では磁場トラップを切った直後に原子がその

速度にしたがって広がるので、BEC の速度分布を得ることができる。しかし、今回は速

度分布を得ることが目的ではなく、PCI によって BEC の image をとることが目的であ

る。そのため、密度が高い in trapのほうがはっきりとした像を得ることができ、実験を

行いやすいので、今回は in trapでの imagingを行う。

以下に PCIで in trapの BECの imageをとる実験手順を示す。

1. MOT(Magnet-Optical Trap)によって glass cell中に 41K原子を集め、冷却する。

十分な原子数が集まったら CMOT(Compressed MOT) に切り替え、原子気体の

密度を上昇させつつ、より低温に冷却する。その後MOTを切り、磁場トラップに

て原子気体をトラップする。この段階で原子気体の密度は 5× 1010/cm3、温度は

100µK程度となっている。

2. 磁場にトラップされた原子気体に対して蒸発冷却を行う。この蒸発冷却によって原

子気体の温度は 1µK以下にまで下がり、Bose-Einstein凝縮する。このときの原子

数は N ∼ 105 程度である。

3. 蒸発冷却が終了し、BECが生成された直後に probe光を入射し、CCDカメラにて

BECの in trap imageをとる。これによって PCIにおける光の強度 IPC を得る。

4. 磁場トラップを切ると原子は飛散していなくなるので、CCDカメラに probe光を

入射して probe 光の強度 I0 を得る。さらに、probe 光も入れない状態での CCD

カメラの出力を取り込む。これは、CCDカメラに probe光以外の光が入ってきて

いる可能性、または CCDカメラ自体の誤差を取り除くためである。このときの光

の強度を Ioffset とする。

5. 一連の過程で得られたデータ IPC、I0、Ioffset から

φ = arccos
(

3− (IPC − Ioffset)/(I0 − Ioffset)
2
√

2

)
− π

4
(4.15)

によって phase shift を算出する。また、このデータを元にして fitting を行い、

BECの広がり、phase shiftのピーク値を得る。
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4.3 実験結果

■PCIによる BECの非破壊測定 大きく離調をつけた probe光によって、BECを非破壊

で測定することができるか実験を行った。今回の実験では図 4.4 に示すように probe 光

を 300µs間隔で断続的に入射して、BECの連続的な imageを撮影した。

300μs

600μs

図 4.4 probe光の入射間隔

probe 光として共鳴付近 (+20MHz) のものと、大きく離調をつけたもの (+400MHz)

の２種類を用いて BECの PCIを行った。図 4.5に実験結果を示す。

+20MHz +400MHz

160μm

図 4.5 BECの非破壊測定

図を見れば分かるように、共鳴に近い probe 光では BEC は破壊されてしまっている

が、離調を大きくつけた場合、BECを連続的に imagingできていることが分かる。次に、
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より定量的に評価するために様々な離調に対して BECの PCIを行ってみる。

■phase shift の離調依存性 様々な離調をつけた probe 光によって BEC の PCI を行っ

た時の imageを図 4.6に示す。図を見ると分かるように離調が正の時 phase shiftの値は

phase shift[rad]
-0.3 0.45

-100MHz

-200MHz

-300MHz

-400MHz

100MHz

200MHz

300MHz

400MHz

図 4.6 PCIによる BECの image

負、離調が負の時 phase shiftの値は正となっている。これは理論から予想される振る舞

いに一致している。さらに、probe光が共鳴に近くなればなるほど phase shiftは大きく

なっている。

また、離調に対する phase shiftの変化をグラフにしたものを図 4.7に示す。

赤い点が実験によって得られた phase shiftで、青い曲線は理論曲線である。いま、共

鳴付近には興味がないので、t = 1として phase shiftを求めている。この図から、実験

値と理論曲線がよく一致していることが分かる。また、理論曲線との比較によってえられ

た BECの密度は 2.9× 1013/cm3 であった。これは Absroption Imagingによって測定

した密度 3.5× 1013/cm3 の 80 ％程度の値である。phase plate を PCI した時にも同様

の誤差が見られており、妥当な結果が得られている。



72 第 4章 BECの Phase Contrast Imaging

-3

-2

-1

0

1

2

3

-600 -400 -200 0 200 400 600 800

離調[MHz]

p
h
a
s
e
 s

h
if
t[

ra
d
ia

n
]

実験値

理論値

図 4.7 phase shiftの離調依存性の実験結果

■BEC の成長過程 蒸発冷却が終了する 1 秒前から 150ms ごとに、離調 400MHz の

probe光で原子気体を PCIによって撮影した imageを図 4.8に示す。

図に示した原子の phase shift は、赤い点が実験データであり、曲線は fitting によっ

て得られた曲線である。t=0msの図を見ると、原子の phase shift が Gauss分布でよく

fitting できていることが分かる。これは温度が高い原子気体の状態を反映している。蒸

発冷却が進み、t=300msあたりになると、Gauss分布に従わない成分が現れ始めている

のが分かる。これがボース凝縮した成分である。実験値は Thomas-Fermi近似による理

論式 (4.14)とよい一致を示している。原子気体が BEC成分とそれ以外の成分に分かれて

いる状態を bimodal という。さらに蒸発冷却が進むと、温度の高い原子は取り除かれ、

BEC成分だけが残っていることが分かる。

このように、PCIを用いることによって BECが蒸発冷却によってどのように成長する

のかということを、非破壊的に観測することができた。
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図 4.8 BECの成長過程
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まとめと今後の展望

今回の卒業研究では Phase Contrast Imagingの実験、laser offset lock systemの構築、

BECの Phase Contrast Imagingの３つの実験を行った。まず、phase plateを objectと

して用いた PCIによって、objectの phase shiftが見えることを実験的に確認した。PCI

では phase shiftの量を小さく見積もってしまうが、その理由は未だに分からず、今後の

課題としたい。

そして DDSと PLLを用いた offset lock systemを構築し、それによって 180MHzか

ら 500MHz までの offset lock を達成した。この 500MHz という値は beat signal を検

出するのに用いる photo detectorによって決まってしまっている。今後、さらに高速の

photo detector(～GHz)を用意することで lockできる範囲を GHz程度にまで広げてい

く予定である。また、DDSは周波数を正確に、そして素早く、位相連続に変更できるの

で、蒸発冷却用の良質な rf磁場を作り出すことができる。このような、蒸発冷却の改善に

向けた DDS rf磁場システムの構築も今後の目標である。

BECの Phase Contrast Imagingではその結果を見れば分かるように、BECを非破壊

で観測することに成功した。ここでも phase shiftの値を低く見積もってしまうという問

題は残るが、その部分は Absorption Imagingによって補うことができる。また、冷却原

子気体が BECへ転移する過程を観測することができた。これらのことから、PCIによっ

て BECのダイナミクスを見ることは十分に可能である。
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