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Part I

集合と写像

1 用語と記号

既に何度か使っている「:=」という記号や、その他便利でよく使う記号や用語をまとめておきましょ
う。念のために言っておくと、これらの熱心な暗記を勧めているわけではありません。ましてや試験
に出るなんてことはないです。ただ、基本的な英単語を日常でも使うようなテイストで慣れてほしい
だけです。

1.0.1 定義するときに使う記号 :=

数式中で「:=」と書けばこれは「左辺を右辺で定義する。」ということを意味します。
例えば「f(x) := cos(sin(tan(x)))」という文章は「f(x)を cos(sin(tan(x)))と定義する」を意味し

ます。これは「f(x) = cos(sin(tan(x)))と定める」と書いても同じです。
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1.0.2 s.t (such that)

「s.t」とかけば「such that」の略です。直訳は「のような」です。場合によっては「をみたす」と解
釈した方がわかりやすいかもしれません。

1.0.3 ∃,∃!,∀

∃は「ある」とか「（少なくとも一つは）存在する」という意味です。
∃!は「ただ一つある」とか「ただ一つだけ存在する」という意味です。
∀は「任意の」とか「すべての」とかを意味します。
例文を挙げておきます。

例 1.1. 写像 f : X → Y が与えられているとします。写像が全射であることの定義に現れる条件は次
です。
日本語：「集合Y の任意の要素 yにたいして、集合Xのある要素xが存在して y = f(x)を満たす。」

これを上の記号を使って書いてみましょう：
「∀y ∈ Y, ∃x ∈ X s.t. y = f(x).」

2 集合

「集合」について補足します。日常でも「集合」という言葉を使うので紛らわしいですが、（もちろ
ん）数学概念としての「集合」を解説します。

2.1 集合

集合は簡単なものです。もしか、難しいところがあるとすれば、簡単なもの過ぎてとりとめがない、
ということでしょうか。別の言い方をすれば抽象的とか言うのでしょう。
実数というのも、皆さんは馴染んでいるけれど、考えてみれば抽象的なよくわからんものです。

けれども、普段の生活で散々使い倒していることもあってか当たり前に感じていますよね。
集合も実数と同じく抽象的な概念ですが、実数と同じく使うことによって慣れることができます。
このプリントでは集合の使い方を説明します。

2.1.1 集合のイメージ：集合は箱、要素は中身

「集合」というものをイメージするには、なにか箱をイメージしてください。おもちゃ箱とか、道具
箱とか、キャラメルの箱とか、ビックリ箱とか。中に何かが入ってる箱をイメージしてください。（も
しくは、なかには何も入っていない箱。つまり、空箱。）そうイメージした時に「集合の要素」とい
えば箱の中身のことを意味します。おもちゃ、道具、キャラメル、ビックリ人形。
箱をイメージするときには個性のない箱をイメージしてください。そうすると箱自体は中身によっ

て中身によって規定されます。おもちゃが入ってるのがおもちゃ箱、道具が入っているのが道具箱、
キャラメルが入っているのがキャラメルの箱、ビックリ人形の入っているのがビックリ箱。
集合Xがあったときに xがその要素であること（箱Xの中身が xであること）を「x ∈ X」と表

します。
Xがおもちゃ箱だったとしたら「x ∈ X」という文章は「xはおもちゃである」という意味です。
Xが道具箱だったとしたら「x ∈ X」という文章は「xは道具である」という意味です。
Xがキャラメル箱だったとしたら「x ∈ X」という文章は「xはキャラメルである」という意味

です。
Xがビックリ箱だったとしたら「x ∈ X」という文章は「xはビックリ人形である」という意味

です。
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集合の取り扱いで大事なのは「x ∈ X」という文章が何を意味するかを理解する、ということ
です。
後にまとめますが、全員に覚えて欲しい重要な集合に「実数の集合 R」があります。「実数の集

合」って言葉の意味を規定するのは難しいかもしれません。
しかし、（なんというか、それはとりあえずどうでもいいことで、）
皆さんに理解して欲しいのは「x ∈ R」という文章の意味です。
この類のことが理解できれば大丈夫です。
うえで解説してきたことからわかるとおもいますが、
「x ∈ R」という文章は「xは実数である」という意味です。このことが「記号 Rは実数の集合を

表す」といったことの実際的な運用方法です。

なんか、ながなが説明して来ましたが要点をいうと：
集合を学ぶ上で心がけてほしいのは、文章「x ∈ X」を読み解けるようになることです。

2.1.2 覚えて欲しい集合の記号

大事な集合にはそれを表す記号が設定されているので、覚えてください。

(1) N：自然数の集合。（注意：大学からは自然数のなかに 0を含めます。）

なので文章「x ∈ N」は「xは自然数である」という意味です。

(2) Z：整数の集合。
なので文章「x ∈ Z」は「xは整数である」という意味です。

(3) Q：有理数の集合。
なので文章「x ∈ Q」は「xは有理数である」という意味です。

(4) R：実数の集合。
なので文章「x ∈ R」は「xは実数である」という意味です。

(5) C：複素数の集合。
なので文章「x ∈ C」は「xは複素数である」という意味です。

(6) R2：2次元実数ベクトルの集合。（つまり xy平面ですね。）

なので文章「x⃗ ∈ R2」は「x⃗は 2次元実数ベクトルである」という意味です。

(7) R3：3次元実数ベクトルの集合。（つまり xyz空間ですね。）

なので文章「x⃗ ∈ R3」は「x⃗は 3次元実数ベクトルである」という意味です。

(8) nを 1以上の自然数とします。

Rn：n次元実数ベクトルの集合。

なので文章「x⃗ ∈ Rn」は「x⃗は n次元実数ベクトルである」という意味です。
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2.1.3 名もなき集合

上の節で説明した以外の集合もありますね。いろいろ名前の付いた集合もありますが、名もなき集
合、単に要素を集めただけの集合もあります。いくらでもあります。

たとえば「集合X = {x, y, z}を考える1。要素 a ∈ X、、、、」みたいな文章があったら、それは
「X というのはの x, y, zが入った箱を考える。aは xか yか zかのいずれかです、、、、、」ということ
を意味します。
こういう場合にはXは数字（自然数、整数、有理数、実数、複素数）とかベクトルとか、皆さん

が数学的対象として思い浮かべるものとは何の関係もありません。ただ単に三つの名もなき物体が
詰まった名もなき箱なのです。
写像の例に現れる以外では線形代数で取り上げられる集合は大抵は “有名な集合（数字やベクト

ルや行列の集合）”です。なので、ここで説明していることは講義自体にはあまり関わりません。し
かし、いずれ後期で抽象ベクトル空間を勉強するときには大事になってきます。

2.2 空集合 ∅（空箱）
中身のない箱、つまり、要素をもたない集合を空集合と呼び ∅という記号であらわします。空集合か
らは要素がとれません。なので「x ∈ ∅」という文章は（数学的な）現実のものではありえません。
別の言い方をすると、集合Xから要素 x ∈ Xをとってこようとおもったらば、先ずXが空集合でな
いことが保証されていなければいけない、ということです。

例 2.1. （後に説明しますが）集合 {x ∈ R | x2 < 0}と書けば、これは「x2 < 0を満たす実数 xの集
合」を意味します。
皆さんはご存知の通り「x2 < 0を満たす実数は存在しない」のですが、これは、つまり「x2 < 0

を満たす実数 xの集合は要素を持たない」ということですね。つまり「x2 < 0を満たす実数 xの集
合は空集合である」ということです。
空集合の記号 ∅を使うとさらに簡略化されますね：
「{x ∈ R | x2 < 0} = ∅」

2.3 要素の個数 |X|または#X

集合Xの要素の個数を |X|または#Xであらわします。

例 2.2. 空集合 ∅というのは要素の個数が 0個の集合のことなので、次の命題が成り立ちます：

「集合Xが空集合であるための必要十分条件は |X| = 0である。」

2.4 部分集合

集合Xを箱とイメージするなら、部分集合 Y ⊂ Xというは箱Xのなかにある箱 Y とイメージでき
ます。
おもちゃ箱の中にロボットだけを集めた小箱があったら、おもちゃ箱という集合の中のロボット

が構成する部分集合、なのです。
ただし、X自身や空集合 ∅もXの部分集合とよびます。

皆さんに理解して欲しいのは次の二通りの部分集合の定め方です。

1注意：集合をX = {x, y, z}と表した時にもしかすると x = yだったりするかも知れません。下手すると x = y = z
かも知れません。こういう場合に要素の個数は 2つだったり 1つだったりします。
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2.4.1 条件による部分集合の定義

集合Xを考えます。Xの要素になにか条件を設定して、それを満たす要素全体をもってくることで、
部分集合 Y を定めることができます。
記法：

Y = {x ∈ X | xに課される条件 }.

例 2.3 (大事な例). 2次元数ベクトル空間R2の中で方程式 x+ y = 1を満たす点
(
x
y

)
全体の集合を

Y とする。上で説明した記法では次のように表します：

Y :=

{(
x
y

)
∈ R2

∣∣∣∣x+ y = 1

}
.

（しつこいようですが、）やはり大事なのは「z⃗ ∈ Y」という文章の意味です。文章「z⃗ ∈ Y」が

表すのは「記号 z⃗は 2次元実数ベクトル z⃗ =

(
x
y

)
で座標の値 x, yが関係式 x + y = 1を満たすもの

である」ということです。
皆さん、この部分集合 Y ⊂ R2を図示することはできますね。

2.4.2 要素を記述することによる定義

集合Xを考えます。別の集合Aの要素 a ∈ AでXの（ある範囲の）要素を xaと記述する手段が与
えられている場合に、xaと表される要素全部を集めた部分集合 Y を定めることができます。
記法：

Y = {xa ∈ X | a ∈ A}.

例 2.4 (大事な例). 実数 a ∈ Rにたいして 2次元数ベクトル空間R2の要素 x⃗sを x⃗s :=

(
s+ 1
−s

)
と定

める。部分集合Z ⊂ R2を x⃗sと表されるR2の要素全体の部分集合と定義する。
上で説明した記法では次のようにあらわします

Z :=
{
x⃗s ∈ R2

∣∣s ∈ R
}
.

（しつこいようですが、）やはり大事なのは「z⃗ ∈ Y」という文章の意味です。文章「z⃗ ∈ Y」が

表すのは「記号 z⃗はある実数 s ∈ Rにたいして z⃗ =

(
s+ 1
−s

)
と表される 2次元実数ベクトルである」

ということです。
皆さん、この部分集合Z ⊂ R2を図示することはできますね。

例 2.3の部分集合 Y ⊂ R2とこのZは同じ部分集合ですよね。つまり Y = Zということです。サ
ラっとイコールの記号で書いていますが意味するところはおおきいのです。

2.4.3 名もなき部分集合

部分集合 Y ⊂ Xにもいろんなものがあり、やっぱり名もなき部分集合もあります。たとえば「３つ
の要素からなる部分集合X ⊂ Rを考える」と言ったら「実数を三つとってくる」という意味です。
方程式もなく数式による記述もない部分集合もあるのです。
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2.5 部分集合の等号Y = Z

集合Xの部分集合 Y, Z ⊂ Xが一致するというのはどういうことでしょうか？イコールの記号を何の
気なしに使いますが、意味するところは大きいのです。

注意 2.5 (例えばなし). 例えば、2次元ベクトルの等号
(
a
b

)
=

(
c
d

)
が書かれていたとしましょう。

この等式の定義は「実数の等号 a = cと b = dが二つとも成立する」ということですね。
例えば、上のベクトルの等号を証明せよ、と言われたら、成分の一致（後者の実数の等号）を示

すのが基本手段ですよね。基本手段は、あくまで、基本で、両辺のベクトルの由来によっては別の手
段が有効な場合もあります。けれども、基本手段がなんであるかを理解することは大切ですね。
今から部分集合の等号の定義を与えます。部分集合の等号を示す基本手段の解説をおもってくだ

さい。

まず包含関係Z ⊂ Y の定義を与えます。

定義 2.6 (部分集合の包含関係). Xを集合とし、Y, ZをXの部分集合とする。
このとき「Z ⊂ Y」と書けば「Zの任意の要素は Y の要素である」ことを意味する。

等号の定義は次です。

定義 2.7 (部分集合の等号). Xを集合とし、Y, ZをXの部分集合とする。
このとき「Y = Z」と書けば「Y ⊂ ZかつZ ⊂ Y」を意味する。

例 2.8. 例 2.3の部分集合 Y と例 2.4の部分集合Zとは同じ部分集合ですよね。皆さんは直感的に納
得するとおもいますが、等号 Y = Zを上に与えた定義に基づいて読んでいきます。
その前に言っておくことがあります。部分集合Y は方程式を満たすベクトル全体として与えられ、

部分集合 Zは属する要素の記述が与えられています。なんとなく感じ取れるとおもいますが、等号
Y = Zを立証するというのが方程式を解くということなんですね。
このような由来をそれぞれが持っているので、単に等式 Y = Zとサラっと書けますが意味すると

ころは大きいのです。部分集合の等号 Y = Zの意味するところをボチボチ読み解いていきましょう。

(I) 部分集合の等号 Y = Zの意味は包含関係 Y ⊂ ZとZ ⊂ Y が二つとも成立することであった。

これら二つの記号を読み解く必要が出てくる。

(II) 部分集合の等号 Y = Zの意味は、（包含関係 Y ⊂ ZとZ ⊂ Y が二つとも成立するということ
であり、その意味というのは）以下の二つがともに成り立つということである。

(i) Y の任意の要素はZの要素である。

(ii) Zの任意の要素は Y の要素である。

この意味を明確にするには部分集合 Y, Zの定義を紐解くことになる。

(III) 部分集合の等号 Y = Zの意味は、（包含関係 Y ⊂ ZとZ ⊂ Y が二つとも成立するということ
であり、その意味というのは）以下の二つがともに成り立つということである。

(i) 2次元実数ベクトル x⃗ =

(
x
y

)
で座標の値 x, yが関係式 x + y = 1を満たすもの（Y の要

素）はある実数 sが存在して
(
s+ 1
−s

)
の形に表せる（Zの要素である）。
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(ii) ある実数 sが存在して
(
s+ 1
−s

)
の形に表せる 2次元実数ベクトル（Zの要素）は座標の

値 x, yが関係式 x + y = 1を満たす 2次元実数ベクトル x⃗ =

(
x
y

)
である（Y の要素で

ある）。

（終わり）

いざ書き下してみると大変ですね。パソコン上でファイルを開いてその中のファイルを開いて、
またその中のファイルを開いてやっと実態のあるテキストに辿り着く、という感じです。
強調しておくべきことは二つあります：

• 最初は面倒だけれど、すぐになれます。
また、部分集合の等号を議論することは前期はあまりないです。なので、難しく感じても心配は
まったくありません。

• こういうことが必要です。（わけもなく難しいことをやってるのではないのです。）
上の例では方程式との関係に注意しました。「方程式を解く」というのは「条件式を満たす数を全
て過不足なく見つけ出す」ということですね。「過不足ない」というのは、つまり、多すぎてもい
けないし、少なすぎてもいけない、ということです。

上の例だと (i)は「方程式 x+ y = 1の解はすべて x = s+ 1, y = −sの形に表せる」といっている
ので、つまり、解の表示 x⃗s (s ∈ R)が少なすぎない、ということなのです。
上の例の (ii)は「x = s+ 1, y = −sの形のものはすべて方程式 x+ y = 1の解である」といってい
るので、つまり、解の表示 x⃗s (s ∈ R)が多すぎない、ということなのです。

2.6 共通部分集合、和集合、非交和

2.6.1 共通部分

集合Xの部分集合X1, X2 ⊂ Xが与えられたとき共通部分集合X1 ∩X2が定義されました。
「x ∈ X1 ∩X2」と書けば「x ∈ X1かつ x ∈ X2」と同じ意味になるのでした。
共通部分をとる集合は二つ以上でもよかったですね。n個の部分集合X1, · · · , Xn ⊂ X の共通部

分集合を
∩n

n=1Xiとあらわすこともあります：

n∩
i=1

Xi = X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xn.

2.6.2 和集合

集合Xの部分集合X1, X2 ⊂ Xが与えられたとき和集合X1 ∪X2が定義されました。
「x ∈ X1 ∪X2」と書けば「x ∈ X1または x ∈ X2」と同じ意味になるのでした。
和をとる集合は二つ以上でもよかったですね。n個の部分集合X1, · · · , Xn ⊂ Xの和集合を

∪n
n=1Xi

とあらわすこともあります：
n∪

i=1

Xi = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn.
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2.6.3 非交和 (disjoint union)

定義 2.9. 部分集合X1, X2がX1 ∩X2 = ∅を満たす場合には合併集合をX1 ⊔X2とあらわし非交和
とよぶ。
ものとしてはただの合併集合ですが、特別な条件を満たすことが記号に込められています。

定義 2.10. 部分集合X1, X2, · · · , XnがXi ∩ Xj = ∅, (i ̸= j)を満たす場合には合併集合を
⊔n

i=1Xi

とあらわし非交和とよぶ。
ものとしてはただの合併集合ですが、特別な条件を満たすことが記号に込められています。

さらには合併する部分集合が無限個ある場合でも同様です。

3 写像

写像に関する補足です。
写像も集合と同じく簡単な概念です。簡単すぎて取り止めがなくて把握したという実感を持ちに

くいので、分からないと感じてしまうかもしれません。写像の方が集合よりも覚えることが多いです
が、同じく、使いながらボチボチ慣れていきましょう。
関数というのは皆さんよくご存知で、写像というのはその抽象化です。関数というものの性質の

ある一部を取り出したのが写像というものなんですね。まず、関数を振り返りましょう。

3.1 「関数ってなんですか？」

「関数ってなんですか？」って尋ねられらたら、皆さんはなんと答えるでしょうか？
「三角関数とか指数関数とか対数関数とか、そういうのが関数」って返答が思い浮かぶ人が大半

だとおもいます。この解答が不十分です。これらはあくまでも関数の例であって関数という概念自体
の説明ではないですよね。三角関数・指数関数・対数関数以外の関数が他にもある、というのは不十
分さの理由ではありません。（不可能なことですが）関数の例をすべて挙げることができても、関数
というのがなんであるかを答えたことにはなりません。関数と呼ばれる資格がなんであるのかを答
えないといけないのです。

資格とかって持って回った偉そうな言い方をしてしまいましたが、やりたいことは三角関数・指
数関数・対数関数やその他の関数と呼ばれているものを一遍につかみ取ることです。
関数 fというものの一番素朴なポイントは何かっていうことですが、それは実数 xに実数 f(x)を

対応させている、ということです。確かに、考えてみると、実数 xにたいして ex, sinx, cosx etc. は
実数ですね。ともかく、定義を与えましょう。

定義 3.1 (（定義域が実数全体の）関数). 関数 f とは各実数 x ∈ Rにたいしてそれぞれ実数 y ∈ Rを
ひとつ対応させる規則である。
関数 f により x ∈ Rに対応する実数 y ∈ Rを f(x)とあらわす。

指数関数 ex,正弦関数 sinx,余弦関数 cosx,は各実数 x ∈ Rにたいしてそれぞれ実数を対応させて
いますね。なのでこれらは定義 3.1の意味で関数なのです。

注意 3.2. 上の定義では関数の定義域を実数全体の場合しか考えていません。
正接関数 tanxは部分集合 {π

(
n+ 1

2

)
| n ∈ Z}において定義されていないし、対数 log xは部分集

合 {x ∈ R | x ≤ 0}において定義されていません2。そういう意味で、この二つは上の定義には当ては
まりません。
定義域・値域については写像を定義する段階で気にすることにします。

2部分集合の読み方に慣れていきましょう。
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3.1.1 注意：関数とグラフとは別のもの！！

関数 y = f(x)とそのグラフは別のものです。当たり前といえば当たり前ですが、混同してる人は多
いような気がします。高校までの関数の扱いからはそれも無理もないことですが、別物であることを
意識しておいてください。関数をグラフと混同していると、関数とは規則である、という定義が意味
不明ですよね。
関数を調べるときにグラフは強力な武器になるし、また、関数のグラフの性質自体が求めたいも

のである場合もあります。なので、関数のグラフを扱うこと自体を否定してるわけではありません。

3.1.2 名もなき関数

例によって関数にも名もなき関数があります。関数 f というのは単にそれぞれの実数 x ∈ Rにたい
しなにか実数 f(x)をひとつ決めるだけのものなので、いくらでもあります。関数 f といっただけで
は、それが何らかの数式により与えられるとか、綺麗にまとめて書く方法があるとか、そいうことは
全く要請しないのです。

3.2 写像

関数の定義（定義 3.1）で実数の集合Rが現れたところを任意の集合に置き換えることで得られます。
ただ、定義域と値域とを指定しなければいけないので文言は若干長くなります。

定義 3.3 (写像). Xと Y を集合とする。
集合Xを定義域とし集合 Y を値域とする写像 fとはXの各要素 x ∈ Xにたいして Y の要素 y ∈

Y を対応させる規則である。

記号・記法：　

(1) 上のように写像 f が与えらている状況を f : X → Y とあらわす。

すなわち、「写像 f : X → Y」と書けば「X,Y は集合であり、f はXを定義域、Y を値域とする
写像である」という意味です。

(2) 写像 f により x ∈ Xに対応する Y の要素をf による xの像と呼び f(x)とあらわす。

あるいは x 7→ f(x)ともあらわす。

（矢印の根本に縦線があるのがポイントです。）

関数っていうのは写像ですね。

例 3.4. 定義 3.1で与えた関数というのは写像 f : R → Rに他ならない。

他にも写像って沢山たくさんあります。有名な写像も名もなき写像も無数にあります。

3.2.1 恒等写像

定義 3.5 (恒等写像). 集合Xにたいして写像 idX : X → Xを

idX(x) := x for all x ∈ X

で定め、これを恒等写像と呼ぶ。
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3.2.2 全射、単射、全単射

定義 3.6. (1) 写像 f : V → U が全射とは任意の u ∈ U に対してある vが存在して u = f(v)を満た
すことと定める。

(2) 写像 f : V → U が単射とは v1, v2 ∈ V が f(v1) = f(v2)を満たせば v1 = v2が成り立つことと定
める。

(3) 写像 f : V → U が全単射とは全射かつ単射であることと定める。

例 3.7. 集合Xの恒等写像 idX は全単射である。

3.3 合成写像

二つの写像 f : X → Y, g : Y → Zが与えられていて、f の値域と gの定義域が一致している場合、
この写像をつなげて新たな写像 g ◦ f を作れます。定義は次です。

(g ◦ f)(x) := g(f(x)) for all x ∈ X.

この構成を写像の合成と呼び、得られる写像を合成写像と言い、記号では g ◦ f と書きます。

もう少し説明すると、この様に定義する気持ちは次です。

X
f で送ったものを−−−−−−−−→ Y

更にgで送る−−−−−−−−→ Z.

Xの要素 xの fによる像 f(x)を yとおきましょう、（つまり、y = f(x)と定義します。）これは Y
の要素です。更に、yの gによる像 g(y)を zとおきます。つまり、z = g(y)と定義します。すると、
xを f で Y に送り、更にそいつを gでZに送ったものは、zになります。これが合成写像 g ◦ f によ
る xの像です。つまり、

(g ◦ f)(x) = g(y) = g(f(x))

となる訳です。
例を挙げると、写像 f, g : R → Rを f(x) = cos x, g(x) = x3と定義すると合成写像は

(f ◦ g)(x) = cos(x3), (g ◦ f)(x) = cos3 x.

となります。
次のことが基本的です。

命題 3.8 (結合法則). 写像 f : X → Y, g : Y → Z, h : Z → W を考える。次の等式が成り立つ。

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

命題 3.9 (恒等写像との合成). 写像 f : X → Y を考える。次の等式が成り立つ。

f ◦ idX = f, idY ◦f = f.

3.4 写像の集合

定義 3.10. X,Y を空集合でない集合とする。Xから Y への写像の集合をHomSet(X,Y )と表す。

HomSet(X,Y ) := {f : X → Y | f 写像 }.

練習問題 3.11. X,Y が有限集合の場合には次が成り立つ：

|HomSet(X,Y )| = |Y ||X|.
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3.4.1 空集合を定義域、値域とする写像

写像というのは要素を要素に対応させる規則でした。要素を持たない集合、つまり、空集合 ∅だけは
例外的に扱わないといけなくなります。
写像（等）の定義の読み方を工夫して通常の定義から以下で導入することを導出するという流儀

もあるのですが、この講義では個別に定義することにします。

定義 3.12. (1) 空集合 ∅から集合Xへの写像は一つだけ存在すると定める。

|HomSet(∅, X)| = 1

(2) 唯一ある写像を f : ∅ → Xと書くことにすると、これは単射であると定める。

(3) 唯一ある写像を f : ∅ → X と書くことにする。これが全射であるための必要十分条件はX = ∅
であると定める。

(4) X = ∅の場合には唯一ある写像 f : ∅ → ∅を ∅の恒等写像とよび id∅とかく。

定義 3.13. 空集合でない集合X ≠ ∅から空集合 ∅への写像は存在しないと定める。

HomSet(X, ∅) =

{
∅ (X ̸= ∅)
{id∅} (X = ∅)

3.5 逆写像

定義 3.14. 写像 f : X → Y の逆写像とは f の値域 Y を定義域とし f の定義域Xを値域とする写像
g : Y → Xであり次が成り立つものと定める。

(3-1) f ◦ g = idY , g ◦ f = idX .

つまり、逆写像 g : Y → Xとは合成写像 f ◦ g : Y → X → Y と g ◦ f : X → Y → Xが恒等写像
であるものである。
上の写像の等式 (3-1)は要素を使うと次のように言い換えられますね：

(f ◦ g)(y) = y for all y ∈ Y, (g ◦ f)(x) = x for all x ∈ X

命題 3.15. (1) 写像 f : X → Y の逆写像は存在すれば一意的である。　

(2) 写像 f : X → Y の逆写像が存在する為の必要十分条件は f が全単射であることである。

つまり、逆写像は、若し存在すれば、ただ一つしかないので f から定まると言ってよく、記号で
も写像 f の逆写像を f−1と書きます。

3.6 像と逆像

定義 3.16. 写像 f : X → Y を考える。

(1) Xの部分集合 S ⊂ Xにたいして Y の部分集合 f(S)を次で定め Sの f による像とよぶ：

f(S) := {y ∈ Y | ∃s ∈ S s.t y = f(s)} = {f(s) | s ∈ S}

(2) Y の部分集合 T ⊂ Y にたいしてXの部分集合 f−1(T )を次で定め T の f による逆像とよぶ：

f−1(T ) = {x ∈ X | f(x) ∈ T}.

注意 3.17. 逆像と逆写像の区別をつけよう。

例 3.18. 写像 f : X → Y を考える。すると次の等式がなりたつ：

(3-2) X =
⊔
y∈Y

f−1({y}).
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3.7 べき集合

定義 3.19. 集合Xの部分集合のなす集合をべき集合と呼びP(X)であらわします。

P(X) := {S | S ⊂ X}.

つまり、集合X が先に与えらえているときに、文章「S ∈ P(X)」を普通の言葉になおすと「S
はXの部分集合である。」です。
注意することは集合Xの部分集合には自分自身Xと空集合 ∅もあるということです。

例 3.20. (1) 一点集合X = {a}のべき集合P(X)は次の様に書き下すことが出来ます。

P(X) := { ∅, {a} }

(2) 二点集合X = {a, b}のべき集合P(X)は次の様に書き下すことが出来ます。

P(X) := { ∅, {a}, {b}, {a, b} }

(3) 三点集合X = {a, b, c}のべき集合P(X)は次の様に書き下すことが出来ます。

P(X) := { ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b} {b, c}, {c, a}, {a, b, c} }

少し考えてみると次が分かります：

命題 3.21. 有限集合Xのべき集合P(X)の要素の個数は次で与えられる：

#P(X) = 2|X|.

この命題は特性写像というものを導入すると見通し良く証明できます。

3.7.1 特性写像

定義 3.22. 集合Xとその部分集合 Sにたいして特性写像 χS : X → {0, 1}を次で定める：

χS(x) :=

{
1 (x ∈ S)

0 (x /∈ S)

次の命題は集合が無限でもなりたちます：

命題 3.23. 集合Xを考える。写像

χ(−) : P(X) → HomSet(X, {0, 1}), S 7→ χS

と写像
ι : HomSet(X, {0, 1}) → P(X), f 7→ f−1({1})

は互いにもう一方の逆写像である。特にこれらは全単射である。

4 同値関係

イコール=の持ってる性質を抽象化して同値関係という概念を定義します。集合の要素のクラス分
けを考えるさいに、同じクラスに属する要素を同じ（同値関係がある）とみなします。
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4.0.1 前置き：集合の要素のクラス分け

集合というのは要素のあつまりでした。今回は要素のクラス分けを考えます。学校というのが学生が
あつまったものである、というようなイメージをとると、本当に学生を何組何組とクラス分けするこ
とになります。やることは簡単ですね。

定義 4.1. 集合Xのクラス分けとは部分集合族 {Xi ⊂ X}i∈I でX =
⊔

i∈I Xiを満たすもののことを
いうことにします。

例 4.2. 写像 f : X → Y が与えられれば逆像の族 {f−1({y}) | y ∈ Y }によるクラス分けができま
すね。

4.0.2 関係

定義 4.3. 集合Xにたいして部分集合R ⊂ X ×Xのことを関係とよぶ。
[記号] 要素 x, y ∈ Xにたいして (x, y) ∈ Rがなりたつことを x ∼ yとあらわすことにする。
この記号法の下で部分集合R ⊂ X ×Xを記号∼であらわしたりする。

例 4.4. 1. [等号] 一番なじみの深い関係は等号=ですね。

集合Xにたいして部分集合Rを以下で定めるます。

R := {(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X}.

すると、このRにたいして (x, y) ∈ Rをみたすような x, y ∈ Xは x = yをみたすものであり、
それのみに限られますよね。

2. [大小関係] 実数の大小関係も同じく次の部分集合であらわされます：

R := {(x, y) ∈ R× R | x ≤ y}.

4.0.3 同値関係

定義 4.5. 集合Xの同値関係 ∼とは、関係（部分集合）R ⊂ X ×Xで次を満たすものと定める：

1. （反射律） x ∼ xが任意の x ∈ Xにたいしてなりたつ。

2. （対称律）要素 x, y ∈ Xが x ∼ yを満たせば y ∼ xがなりたつ。

3. （推移律）要素 x, y, z ∈ Xが x ∼ y, y ∼ zをみたせば x ∼ zがなりたつ。

定義 4.6. 集合Xに同値関係∼が与えられているとする。

(1) 要素 x ∈ XにたいしてXの部分集合 [x]を以下で定め、同値関係∼に関するxの同値類とよぶ。

[x] := {y ∈ X | y ∼ x}.

(2) 集合Xに同値関係∼が与えられているとき、同値関係∼に関する商集合X/ ∼を次で定める。

X/ ∼ := {[x] ∈ P(X) | x ∈ X}.

（べき集合P(X)の部分集合で同値類 [x]全部からなるものです。）

（つまり、「A ∈ X/ ∼」というのは「AはXの部分集合であり、ある x ∈ Xが存在してA = [x]
を満たす」という意味です。）
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(3) 写像 π : X → X/ ∼, π(x) := [x]を同値関係∼に関する商写像とよぶ。（商写像は全射である。）

(4) 同値関係∼に関する完全代表系 Sとは次の条件を満たすXの部分集合をいう：

任意の x ∈ Xにたいしてある s ∈ Sが一意的に存在して x ∼ sをみたす。

練習問題 4.7. 集合Xに同値関係∼が与えられているとする。

(1) 要素 x, y ∈ Xにたいして次の２条件は同値であることを示せ。

(a) x ∼ y.

(b) [x] = [y].

(2) 部分集合 S ⊂ Xにたいして次の２条件は同値であることを示せ。

(a) Sは同値関係∼に関する完全代表系である。
(b) 同値関係∼に関する商写像 π : X → X/ ∼を Sに制限した写像 π|S : S → X/ ∼は全単射
である。

(3) 商写像 π : X → X/ ∼による部分集合 {[x]} ⊂ X/ ∼の逆像 π−1({[x]})は部分集合 [x] ⊂ Xであ
ることをしめせ。

補題 4.8. 集合Xに同値関係∼が与えられているとする。次が成り立つ：

(1) 完全代表系 Sが存在する。

(2) 完全代表系 SによりXを同値類でクラス分けすることができる。つまり、次の等式がなりたつ：

X =
⊔
x∈S

[x].

練習問題 4.9. 集合Xにクラス分けX =
⊔

i∈I Xiが与えられているとする。次を示せ。

(1) Xに関係∼を以下で定めると、これは同値関係であることをしめせ。
二つの要素 x, y ∈ Xにたいして、

x ∼ y :⇐⇒ ∃i ∈ I s.t. x, y ∈ Xi.

(2) x ∈ Xiとすれば (1)で定めた同値関係に関して [x] = Xiがなりたつ。

商集合に関して大切なのが次の命題です。

命題 4.10. 集合Xに同値関係∼が与えられているとする。この時、写像 f : X → Y にたいして次
の２条件は同値である：

1. x1, x2 ∈ Xが x1 ∼ x2を満たせば f(x1) = f(x2)が成り立つ。

2. 写像 f : X/ ∼ → Y が存在して f = f ◦ πを満たす。

さらに、この条件が満たされるとき、写像 g : X/ ∼ → Y が存在して f = g ◦ πを満たすものは
一意的である。
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4.1 イメージ：学校Xのクラス分け。

ここまででやってきたことのイメージを説明しておきます。
集合X を学校だとかなんだとかの学生の集まりとすると、そのクラス分けX =

⊔
i∈I Xiという

のは本当の意味でのクラス分けにあたります。各部分集合Xiが一つのクラスで、学生みんなは必ず
どれか一つのクラスに属していて、しかも、二つ以上のクラスに属していない状態にあることを非交
和であらわしています。
このクラス分けにたいして Exercise 4.9で定めた同値関係∼を考えます。つまり「x1 ∼ x2」と

いう文章が「ある iが存在して x1, x2 ∈ Xiがなりたつ」を意味するものとして記号∼を定義します。
平たく言えば「x1さんと x2さんがクラスメイトである」ということを「x1 ∼ x2」であらわすことに
規約します。
同値関係の定義に現れた三つの条件は今の場合にはごく当たりまえのことをいっています。反射

率は「xさんは xさん自身とクラスメイトである」、対称律は「x1さんと x2さんがクラスメイトであ
れば、x2さんと x1さんはクラスメイトである」推移律は「x1さんと x2さんがクラスメイトであり
x2さんと x3さんはクラスメイトであれば、x1さんと x3さんはクラスメイトである。」同値関係とい
うのはこの当たり前の性質を抽象化したものなのです。
記号 [x]はある学生 x ∈ Xさんの属するクラスをあらわします。つまり xさんがクラスXiに所属

していることを [x] = Xiであらわしています。普通の生活でもクラス名を「何年何組」と言う代わ
りに「xさんのいるクラス」と言ったりしますが、それと同じことです。注意したいのは x1さんと
x2さんが別の人でも [x1] = [x2]となることがあるといことです。（そりゃそうですね。）
完全代表系 Sを決めるというのは各クラスから一人ずつ代表を選ぶことです。すると、クラス分

けの等式X =
⊔

x∈S[x]というのは各クラスの代表により学校Xのクラス分けを表示する式というこ
とがわかりますね。
商集合X/ ∼というのはクラスの集合です。各クラスを一つの点とみなして、それらを集めて集

合を作っています。クラスの名前の集合といったほうがわかりやすい人もいるかもしれません。

4.1.1 商集合の取り扱い：集団行動（Proposition 4.10）

商集合X/ ∼の扱いを説明します。
学校Xの学生が旅行にいく場面をイメージしてください。Y を県名の集合としましょう：

Y = {兵庫、大阪、奈良、、、、、、、}.

県単位で移動するというのは現実的でないかもしれないけれど、各学生の旅行先を対応させるとい
う規則により写像 f : X → Y を定めます。つまり、学生 x ∈ X にたいして f(x) ∈ Y は xさんの行
き先を表します。
さて、考えたいのは、つぎのことです。

疑問 4.11. 旅行がクラス単位のものである、という状況をどう表現できるか？

各クラスXi, (i ∈ I)がまとまって移動しているということは、つまり、
「x1さんと x2さんが同じクラスならば f(x1) = f(x2)が成り立つ。」
ということですね。
上で準備した記号では「x1さんと x2さんが同じクラス」というのは「x1 ∼ x2」と簡単に表現で

きました。なので、上で述べた条件は次のように言い換えられますね：

x1 ∼ x2 =⇒ f(x1) = f(x2).

これは丁度Proposition 4.10で現れた条件ですね。この命題が主張しているのは、上の条件が成り立
つときにはこの旅行（＝写像 f）がクラス単位の旅行だとみなせるということで、クラスごとの行き
先を対応させる写像が f : X/ ∼ → Y なのです。商集合X/ ∼というのはクラス名の集合でした。写
像 f は各クラス名にたいしてその行き先を対応させます。
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Part II

群論

5 群

5.1 演算

群というのは（実数とかの）積を抽象化して得られる概念です。実数の積というのは二つの実数x, yに
ある実数xyを対応させます。その部分だけを抽象化するとそれは集合Xにたいして写像µ : X×X →
Xを与えるということになります。
これはつまり µというのはXの二つの要素 x1, x2の組 (x1, x2)にたいしてあるXの要素 µ(x1, x2)

を対応させる規則です。
そのような例を見ておきましょう。

(1) min : R× R → R.
二つの実数の組 (x, y)にたいしてその小さい方min(x, y)を対応さる規則。

同様に大きい方を対応させても写像ができる。

(2) p1 : R× R → R, p1(x, y) := x.

二つの実数の組 (x, y)にたいしてその第一成分を対応させる規則。

同様に第二成分を対応させる規則もありそれを p2とあらわす。

(3) a : R× R → R, a(x, y) := x+ y

(4) µ : R× R → R, µ(x, y) := xy

5.2 群

群の定義。

定義 5.1. 群Gとは２つ組みG = (G,µ)

• Gは集合、

• µ : G×G→ Gは写像

であり、次の公理を満たすものの事である：

(I) [積の結合法則]
µ(g1, µ(g2, g3)) = µ(µ(g1, g2), g3) for ∀g1, g2, g3 ∈ G.

(II) [単位元の存在]
∃e ∈ G s.t. µ(e, g) = g, µ(g, e) = g for ∀g ∈ G.

(III) [逆元の存在]
For ∀g ∈ G, ∃h ∈ G s. t. µ(g, h) = e, µ(h, g) = e.
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以降は、群 (G,µ)の下部集合Gの要素 g, h ∈ Gにたいして

gh := µ(g, h)

とかくことにする。
さらに、群 (G,µ)をGという記号で代表させる。
（しかし、その背後には積があることを忘れてはいけない。また、積以外はないことも忘れては

いけない。)

練習問題 5.2. 群の公理を µを使わずに書いてみる。

命題 5.3. 群Gの単位元は一意的である。
つまり、下部集合の要素 e, e′ ∈ Gが

eg = g, ge = g, e′g = g, ge′ = g ∀g ∈ G

を満たせば e = e′が成り立つ。

Proof. 以下の式変形により e = e′が示される：

e = ee′ = e′.

命題 5.4. 群Gの下部集合の要素 g ∈ Gの逆元は一意的である。
つまり、要素 h, k ∈ Gが

gh = e, hg = e, gk = e, kg = e

を満たせば h = kがなりたつ。

Proof. 以下の式変形により h = kが示される：

h = he = hgk = ek = k.

注意：証明には全ての条件式を使っている訳ではない。

5.2.1 指数法則

定義 5.5.

gn :=


gg · · · g n-times n ≥ 1,

e n = 0

g−1g−1 · · · g−1 − n-times n < 0.

練習問題 5.6. 群Gの要素 g, h ∈ Gにたいして次を示せ。

(1)
(gh)−1 = h−1g−1

(2) For n,m ∈ Z we have
gn+m = gngm, (gn)m = gnm.

(3)
g = e⇔ g2 = g
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5.2.2 例

例 5.7. (1) min : R× R → R.
二つの実数の組 (x, y)にたいしてその小さい方min(x, y)を対応さる規則。

三つの実数 x, y, z ∈ Rにたいして
min(x,min(y, z)) = min(x, y, z) = min(min(x, y), z)

であるから、この演算は結合法則をみたす。

しかし、演算minに関する単位元は存在しない。

∵. 単位元 e ∈ Rが存在したとする。e < e+ 1よりmin(e, e+ 1) = eである。一方、単位元の性
質よりmin(e, e+1) = e+1でなくてはならない。よって実数 eは e+1 = eを満たすことが導出
され矛盾。

(2) p1 : R× R → R, p1(x, y) := x.

二つの実数の組 (x, y)にたいしてその第一成分を対応させる規則。

同様に第二成分を対応させる規則もありそれを p2とあらわす。

三つの実数 x, y, z ∈ Rにたいして
p1(x, p1(y, z)) = x = p1(p1(x, y), z)

であるから、この演算は結合法則をみたす。

しかし、この演算には単位元は存在しない。

(3) a : R× R → R, a(x, y) := x+ y

群である。

(4) µ : R× R → R, µ(x, y) := xy

結合的で単位元を持つ。しかし、逆元をもたない元がある。

例 5.8. 下部集合が二点からなる場合を考える：G = {a, b}. このとき
G×G = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}.

下の四つを決めることが写像 µ : G×G→ Gを決めることである：

µ(a, a) =, µ(a, b) =, µ(b, a) =, µ(b, b) =

(1)
µ(a, a) = b, µ(a, b) = b, µ(b, a) = a, µ(b, b) = a.

この演算は結合法則を満たさない：

(ab)a = ba = a, a(ba) = aa = b.

(2)
µ(a, a) = a, µ(a, b) = b, µ(b, a) = b, µ(b, b) = b.

結合法則がなりたつ。というのは掛け算の中に bが入っていたら結果は bになる。それ以外の場
合というのは aだけの積でそれは aに一致する。

また、aが単位元である。

しかし、bの逆元が存在しない。

(3)
µ(a, a) = a, µ(a, b) = b, µ(b, a) = b, µ(b, b) = a.

これは群である。単位元は a. 逆元は a−1 = a, b−1 = b.
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5.2.3 群の例

例 5.9. (1) Z, Z/nZ.

(2) Rn, Cn.

(3) ベクトル空間からスカラー倍を除いたもの。

(4) R× := (R \ {0}), C× := (C \ {0},×), Z× := ({±1},×).

R,C,Zの要素で掛け算に関する逆元をもつものの集合と掛け算の組。
より一般に環Rの可逆元の集合と掛け算の組を環Rの乗法群とよびR×で表す。

(5) GLn(R), GLn(C)

(6) GLn(Z) = {A ∈Mn(Z) | ∃A−1 ∈Mn(Z)}
Exercise. For A ∈Mn(Z),

A ∈ GLn(Z) ⇔ detA = ±1

(7) Affn(R) 下部集合は直積集合GLn(R)× Rn. 演算は次で定義する：

(A, u)(B, v) := (AB,Av + u)

5.3 部分群

定義 5.10. 群Gの部分群とは部分集合H ⊂ Gで次の条件を満たすものと定義する：

(0) H ̸= ∅.

(I) g, h ∈ H =⇒ gh ∈ H.

(II) g ∈ H =⇒ g−1 ∈ H.

群Gの下部集合の部分集合H ⊂ Gが部分群HであることをH < Gとあらわす。

補題 5.11. 群Gの部分群HにはGの単位元 eが属する：

e ∈ H.

Proof. 部分集合Hは空でないので要素をとってくることができる。
要素 g ∈ Hをとってくる。
公理 (II)より、g−1 ∈ Hである。
公理 (I)を g, g−1に適用して e = gg−1 ∈ Hを結論する。

補題 5.12. 群Gの空でない部分集合Hにたいして次の命題は同値：

(1) HはGの部分群。

(2) 任意の g, h ∈ Hにたいして gh−1 ∈ Hがなりたつ。

(3) 任意の g, h ∈ Hにたいして g−1h ∈ Hがなりたつ。
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Proof. (1) ⇒ (2).
(1)の成立を仮定する。
任意の g, h ∈ Hをとってくる。
Hは部分群なので、部分群の公理 (2)より h−1 ∈ Hである。
よって g, h−1 ∈ Hにたいして部分群の公理 (I)を適用して gh−1 ∈ Hを結論する。

(2) ⇒ (1).
(2)の成立を仮定する。
主張：e ∈ H
∵ g ∈ Hをとってくる。g, g ∈ Hにたいして (2)を適用すると e = gg−1 ∈ Hを結論する。

部分群の公理 (0) H ̸= ∅は仮定されている。

部分群の公理 (II)を確かめる。

g ∈ Hをとってくる。e, g ∈ Hにたいして (2)を適用すると g−1 = eg−1 ∈ Hを結論する。

部分群の公理 (I)を確かめる。g, h ∈ Hとする。すでに公理 (II)の成立を仮定しているので h−1 ∈ H
である。

g, h−1 ∈ Hにたいして (2)を適用して gh = g(h−1)−1 ∈ Hを結論する。

(1) ⇔ (3) も同様に確認できる。

部分群にはGの積を制限する事で群の構造が入る。部分群という時には何も言わなくても常にこ
の構造を入れる。

5.3.1 例

例 5.13. 群G自身も部分群である。また、単位元のみからなる部分集合 {e}も部分群である。

{e} < G, G < G.

補題 5.14. (1) HがGの部分群であるとする。部分集合K ⊂ Hにたいして次の命題は同値：

(a) K < H.

(b) K < G.

(2) 部分群H,K < Gの共通部分H ∩KはGの部分群である。

Proof. (1) 省略。

(2) 部分集合H ∩K ⊂ Gが補題 5.12(2)をみたすことを確かめる。

空集合でないこと：e ∈ Hかつ e ∈ Kなので e ∈ H ∩Kである。よってH ∩K ̸= ∅を結論する。

g, h ∈ H ∩Kをとってくる。
g, h ∈ Hであるので補題 5.12より、gh−1 ∈ Hである。
g, h ∈ Kであるので補題 5.12より、gh−1 ∈ Kである。
以上より、gh−1 ∈ Hかつ gh−1 ∈ Kが示されたので gh−1 ∈ H ∩Kを結論する。

練習問題 5.15. H,KをGの部分群とする。和集合H ∪KがGの部分群ならば、H ⊂ K or K ⊂ H
のいずれかが成り立つ。
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5.3.2 具体的な例

例 5.16.

Z < R < C
Z× < R× < C×

S1 = {z ∈ C | |z| = 1} < C×

例 5.17. 体K上で考える。体を知らない場合はK = R,Cとしてください。
ベクトル空間 V = (V.+, ·)からスカラー倍を外したもの V = (V,+)は群である。
ベクトル空間 V = (V,+, ·)の（線形代数で導入したベクトル空間としての）部分空間 U は

群 V = (V,+)の部分群である。

群 V = (V,+)の部分群がすべてこのように得られるとは限らない。

例：K = R. １次元空間R = (R,+, ·)から群R = (R,+)を作る。
この群は環Rの加法群である。
この群の部分群として Zがある。これはベクトル空間Rの部分空間に由来しない。

例 5.18 (一般線形群の部分群). (1) 部分集合 SL(n;R) := {A ∈ GL(n;R) | detA = 1}はGL(n;R)
の部分群である。

この群を n次特殊線形群 (special linear group)と呼ぶ。

(2) 部分集合O(n) := {A ∈M(n;R) | (tA)A = En}はGL(n;R)の部分群である。
この群を n次直交群とよび、要素を直交行列とよぶ。

（tAは転置行列。部分群であることは実数体R以外の一般の可換環Rで成り立つけれど、直交
群ということばはR = Rの場合を指す。）

(3) 部分集合 SO(n;R) := {A ∈M(n;R) | (tA)A = En, detA = 1}はGL(n;R)の部分群である。

この群を n次特殊直交群とよび、要素を特殊直交行列とよぶ。

(4) 自然数 n ≥ 1にたいして 2n次正方行列 J2nを J2n :=

(
0 En

−En 0

)
で定める。

部分集合 Sp(2n;R) := {A ∈M(2n;R) | tAJ2nA = J2n}はGL(n;R)の部分群である。

この群を 2n次シンプレクティック群とよぶ。

(5) 次がなりたつ：
Sp(2;R) = SL(2;R).
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5.4 部分集合で生成される部分群

定義 5.19 (部分集合が生成する部分群). 群Gの下部集合の空でない部分集合 S ⊂ Gにたいして部
分集合 ⟨S⟩ ⊂ Gを以下で定義する：

⟨S⟩ := {sp11 s
p2
2 · · · spnn ∈ G | s1, s2, · · · , sn ∈ S, p1, p2, · · · , pn ∈ Z}.

⟨S⟩を Sで生成される部分群とよぶ。

文章「g ∈ ⟨S⟩」の意味は次ですね。
「ある s1, s2, · · · , sn ∈ S, p1, p2, · · · , pn ∈ Zが存在して

g = sp11 s
p2
2 · · · spnn

をみたす。」

補題 5.20. (1) ⟨S⟩は部分群である。

(2) S1 ⊂ S2 ⇒ ⟨S1⟩ ⊂ ⟨S2⟩.

(3) 部分群H < Gに Sが含まれるならば ⟨S⟩ ⊂ Hである。

(4) 部分集合 S ⊂ Gが部分群であるための必要十分条件は S = ⟨S⟩が成り立つことである。

(5) ⟨S⟩は Sを含む最小の部分群である。

定義 5.21 (生成系). 群Gの生成系とは部分集合 S ⊂ Gであり ⟨S⟩ = Gを満たすものをいう。

別の言い方では、部分集合 S ⊂ Gが群Gの生成系であるというのはつぎが成り立つことである：
任意の g ∈ Gにたいして、ある s1, s2, · · · , sn ∈ S, p1, p2, · · · , pn ∈ Zが存在して

g = sp11 s
p2
2 · · · spnn

をみたす。

補題 5.22. 任意の群は生成系をもつ。

Proof. 部分集合G ⊂ Gは群Gの生成系である。

なので、よい（少ない orその他の良い性質をもつ）生成系をみつけるのが重要になる。

5.5 巡回群

定義 5.23. 群Gは一つの要素からなる生成系 S = {s}を持つときGは巡回群と呼ばれ、sは生成元
と呼ばれる。

G = {sn | n ∈ Z}

例 5.24. 1 ∈ Zは加法群 Zの生成元である。
Z = {n | n ∈ Z} = ⟨1⟩.

命題 5.25. 巡回群は可換群。

Proof. Gを要素 s ∈ Gを生成元に持つ巡回群とする。
g, h ∈ Gをとってくる。あるm,n ∈ Zが存在して g = sm, h = snが成り立つ。

gh = hgが以下の様にして示される：

gh = smsn = sm+n = sn+m = snsm = hg.
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5.6 群の位数、要素の位数

定義 5.26 (有限群、無限群、群の位数). (1) 下部集合が有限集合である群を有限群と呼ぶ。

(2) 下部集合が無限集合である群を無限群と呼ぶ。

(3) 群Gの下部集合の要素の個数#G or |G|を群Gの位数と呼ぶ。
.

定義 5.27 (群の要素の位数). 群Gの要素 g ∈ Gの位数 ord gを以下で定義する：

(i) あるゼロでない整数 nが存在して gn = eを満たす場合：

ord g := min{n > 0 | gn = e}.

(ii) どんなゼロでない整数 nにたいしても gn ̸= eとなる場合：形式的に

ord g := ∞.

注意 5.28 (修正情報). 以前の版では「ゼロでない整数」は「整数」となっていましたが、それは間
違いです。

注意 5.29. gn = eならば g−n = eであるので、定義 (i)により自然数が定義される。

例 5.30. (1) ord g = 1 ⇔ g = e.

(2) ord g = 2 ⇔ g2 = e, g ̸= e ⇔ g−1 = g, g ̸= e

命題 5.31. g ∈ Gの位数と ⟨g⟩の位数が等しい。

ord g = #⟨g⟩.

とくに有限群の要素の位数は有限。

Proof. n := ord gとおく。n <∞, n = ∞で場合分けをする。

(I) まず n <∞と仮定する。

主張 5.32.
⟨g⟩ = {ga | 0 ≤ a ≤ n− 1}

∵. 包含関係 ⟨g⟩ ⊃ {ga | 0 ≤ a ≤ n− 1}は自明。包含関係 ⟨g⟩ ⊂ {ga | 0 ≤ a ≤ n− 1}を示す。
任意の整数 bは b = qn + a, (0 ≤ a ≤ n − 1)と表示できる。よって、gb = gaであり、とくに

gb ∈ {ga | 0 ≤ a ≤ n− 1}である。

主張 5.33. 0 ≤ a, b ≤ n− 1が ga = gbを満たせば a = bがなりたつ。
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∵ a ≤ bと仮定して一般性を失わない。ga = gb ⇔ gb−a = eであるが、0 ≤ b− a ≤ n− 1なので
位数の定義より b− a = 0でなくてはならない。

主張より ⟨g⟩ = {e, g, g2, · · · , gn−1}であり、さらに#⟨g⟩ = ord gがなりたつ。

(II) 次に n = ∞と仮定する。

#⟨g⟩ < ∞と仮定すると、ある整数 a < bが存在して ga = gbをみたす。このとき gb−a = eとな
り位数の仮定に矛盾。よって ⟨g⟩ = ∞.

同様の手法で次の命題も示せる。
整数 a ∈ Zにたいして、aの倍数の集合を aZとあらわす：

aZ := {an | n ∈ Z}.

命題 5.34. 群Gの要素 g ∈ Gにたいして次がなりたつ：

(1) ord g <∞のとき：
{n ∈ Z | gn = e} = (ord g)Z.

（集合の等号の意味は、「整数 n ∈ Zにたいして gn = e ⇔ n| ord gが成り立つ」）

(2) ord g = ∞のとき：

{n ∈ Z | gn = e} = 0.
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6 対称群

6.1 対称群の定義

6.1.1 集合の自己全単射のなす群

定義 6.1. 集合Xの自己全単射 f : X → Xが合成に関してなす群をAutSet(X)と表す：

AutSet(X) := {f ∈ HomSet(X,X) | f は全単射 }.

群AutSet(X)の単位元は恒等写像 idX であり、要素 f ∈ AutSet(X)の逆元は逆写像 f−1です。

6.1.2 対称群

定義 6.2 (対称群). n ≥ 1を 1以上の自然数とする。n次対称群 Snを

Sn := AutSet({1, 2, · · · , n})

と定義する。

Snの要素 σ ∈ Snは n文字 {1, 2, · · · , n}の順列と同一視できる。
よって、位数は n!です。

|Sn| = n!.

6.2 Coxeter生成系

定義 6.3 (Coxeter 生成系). nを 2以上の自然数とする。i = 1, 2, · · · , n− 1にたいして si ∈ Snをい
かで定める：

si(j) :=


i+ 1 (j = i)

i (j = i+ 1)

j (otherwise)

補題 6.4. つぎが成り立つ。

(1) s2i = e for all i = 1, 2, · · · , n− 1.

(2) sisj = sjsi for all pairs (i, j) such that |i− j| > 1.

(3) (組みひも関係式) sisi+1si = si+1sisi+1 for all i = 1, 2, · · · , n− 1.

命題 6.5. 部分集合 {s1, s2, · · · , sn−1}は Snの生成系である。

証明は後回し。
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6.3 対称群の要素の表示方法その１：対応を書き下す

要素 σ ∈ Snは定義から全単射 σ : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n}だった。
写像なので、これは定義域の要素 i (1 ≤ i ≤ n)の行き先（像）σ(i)で決まってしまう。そこで要素
σ ∈ Snを表すのに、下のような表記を用いることが多い：

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
.

(1) 1次対称群 S1 = AutSet{1}.

e =

(
1
1

)
.

(2) 2次対称群 S2 = AutSet{1, 2}.

e =

(
1 2
1 2

)
, σ =

(
1 2
2 1

)
.

(3) 3次対称群 S3 = AutSet{1, 2, 3}.

e =

(
1 2 3
1 2 3

)
, σ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, σ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

σ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, τ1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, τ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

6.4 対称群の要素の表示方法その２：あみだくじ

「その２」と呼んでいますが、実際には「その１」の表示方法の図式化です。

全単射写像 σ : {1, · · · , n} → {1, · · · , n}の値域の要素 iとその像 σ(i)を線で結んでやることで、
σ ∈ Snを表示できます。

σ = 1

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
TT 2 · · · · · · i

ggggg
ggggg

ggggg
ggggg

ggggg
ggggg

gggg · · · j

mmm
mmm

mmm
mmm

mmm
mm · · · n

mmm
mmm

mmm
mmm

mmm
m

1 2 · · · σ(1) σ(j) · · · σ(n) · · · n

手間はかかるけれど直感的に処理しやすく、計算には向いています。
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6.5 対称群の要素の表示方法その３：巡回置換

定義 6.6 (巡回置換). rを2以上の自然数とする。r個の要素からなる部分集合{i1, · · · , ir} ⊂ {1, · · · , n}
にたいして要素 (i1i2 · · · ir) ∈ Snをつぎの式で定義します：
記号を簡単にするために σ = (i1i2 · · · ir)とかくことにします：

σ(j) =


is+1 (j = is for s = 1, 2, · · · , r − 1)

i1 (j = ir)

j (j /∈ {i1, · · · , ir})

例 6.7. コクセター元 siは
si = (i, i+ 1)

と表示できます。

命題 6.8 (教科書 p97,命題 4.2.1). n ≥ 2とする。任意の σ ∈ Snにたいして互いに交わらない部分集
合族

{i(1)1 , · · · , i(1)r1
}, {i(2)1 , · · · , i(2)r2

}, · · · , {i(p)1 , · · · , i(p)rp } ⊂ {1, · · · , n}
が存在して σはこれに付随する巡回置換の積である：

σ = (i
(1)
1 · · · i(1)r1

)(i
(2)
1 · · · i(2)r2

) · · · (i(p)1 , · · · , i(p)rp )

6.6 命題6.5の証明

6.6.1 転倒数、符号数

線形代数のときに導入した転倒数、符号数を復習しておきます。

定義 6.9 (転倒数、符号数). (1) 要素 σ ∈ Snに対して並び順 i < jと並んでる数の大小関係 σ(i) >
σ(j)の入れ替わってる文字の組 (i, j)を転倒対と呼びます。

つまり、転倒対の集合は以下で与えられます：

Nσ := {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, σ(i) > σ(j)}.

(2) 要素 σ ∈ Snに対してその転倒対の個数を転倒数と呼びNσと表す。

つまり、Nσはつぎで定義されます。

Nσ := #Nσ = #{(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, σ(i) > σ(j)}

(3) 順列 σの符号数を sgn(σ) := (−1)Nσ と定義する。

転倒数を使うと命題 6.5をもう少し強い形に述べることが出来ます。

定理 6.10 (命題 6.5の強化版). nを 2以上の自然数とする。次がなりたつ。

(1) 要素 σ ∈ SnはNσ個のCoxeter元の積である。

つまり、下のような表示がある。
σ = si1si2 · · · siℓ .

ただし ℓ := Nσとおいた。

別の言い方をすれば、自明な順列 eはNσ回隣り合う二つの文字を入れ替えることで順列 σにす
ることが出来る。
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(2) Nσはそのような回数の最小値である。

つまり、下のような表示があったとすればm ≥ Nσ

σ = sj1sj2 · · · sjm .

準備の補題が二つあります。一つ目は、単位元の特徴づけです。

補題 6.11. 要素 σ ∈ Snについて次は同値：

(1) σ = e.

(2) 任意の i < jに対して σ(i) < σ(j)が成り立つ。

(3) 任意の i = 1, 2, · · · , nに対して σ(i) < σ(i+ 1)が成り立つ。

(4) 任意の i = 1, 2, · · · , nに対して σ(i) ≤ iが成り立つ。

(5) 任意の i = 1, 2, · · · , nに対して σ(i) ≥ iが成り立つ。

(6) 転倒数Nσ = 0.

Proof. (4) ⇒ (1) の証明だけ与えておきます。
(4)の条件が成り立つと仮定して σ(i) = i, (i = 1, 2, · · · , n)が成り立つことを iに関する帰納法で

示します。
i = 1のとき、σ(1) ≤ 1より σ(1) = 1が従います。
i ≥ 2として、σ(j) = j, (j = 1, · · · , i− 1)が成り立つと仮定します。σ(i) ≤ iですが、σ(i) < iな

らば、ある j = 1, · · · , i− 1に対して σ(i) = σ(j)が成り立つことになって矛盾。よって、σ(i) = iで
ある。

二つ目の準備では、Coxeter元 siを左から掛けたときの転倒数の変化を調べます。
要素 σ ∈ Snを順列とみなすと、Coxeter元 siを掛けたもの siσは順列 σの第 i番目と第 i + 1番

目を入れ替えた順列ですね。

siσ(k) =


σ(k) k ̸= i, i+ 1

σ(i+ 1) k = i

σ(i) k = i+ 1

補題 6.12. i = 1, 2, · · · , n− 1を考える。
この時、次が成り立つ。

Nsiσ =

{
Nσ + 1, (σ(i) < σ(i+ 1) の場合 )

Nσ − 1. (σ(i) > σ(i+ 1) の場合)

Proof. 隣り合っている二文字 σ(i)と σ(i + 1)を入れ替えるので、転倒対で変化するものは (i, i + 1)
しかないというのがポイントです。

σ(i) < σ(i+1)の場合、(i, i+1)は順列σの転倒対ではないですが順列 siσの転倒対にはなります。
σ(i) > σ(i+ 1)の場合、(i, i+ 1)は順列 σの転倒対ですが順列 siσの転倒対ではありません。
そして σと siσの転倒対にはこれ以外の違いはないので表記の結果をえます。

目標の定理を証明しましょう。
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定理 6.10の証明. (1) 転倒数 ℓ = Nσに関する帰納法を用います。ℓ = 0の場合は明らか。
ℓ = 1とする。σ ̸= eなのである iが存在して σ(i) > σ(i+1)を満たす。よって、Nsiσ = ℓ− 1 = 0

が成り立つ。よって、
siσ = e

をみたす。s2i = eだったので、両辺に siを左から掛けて

σ = si

をえる。
ℓ ≥ 2の場合。ℓ− 1までは命題は正しいとする。σを転倒数が ℓ > 0である順列とする。σ ̸= eな

のである iが存在して σ(i) > σ(i+ 1)を満たす。よって、Nsiσ = ℓ− 1が成り立つ。帰納法の仮定か
ら siσは ℓ− 1個のCoxeter元の積である。つまり、i2, · · · , iℓ ∈ {1, · · · , ℓ− 1}が存在して

siσ = si2si3 · · · siℓ−1

をみたす。s2i = eだったので、両辺に siを左から掛けて

σ = sisi2si3 · · · siℓ

をえる。
(2)
補題 6.12をつかうと、任意の τ ∈ Snと i = 1, 2, . . . , n− 1にたいして次の不等式がなりたつこと

に注意しましょう：

(6-3) Nsiσ ≤ Nσ + 1.

あるm ≥ 0と j1, . . . , jmがあり σ = sj1sj2 · · · sjm がなりたつとしましょう。
不等式 (6-3)を繰り返しつかうことで次が得られます：

Nσ = Nsj1sj2sj3 ···sjm ≤ Nsj2sj3 ···sjm + 1 ≤ Nsj3 ···sjm + 2 ≤ Ne +m = m

よってNσ ≤ mを結論します。

平たく言うと、Coxeter元を左から掛けることで転倒数が増えるのはせいぜい 1だけです。一方、
自明な順列の転倒はNe = 0だったので、eを σに変えるには、少なくともNσ回はCoxeter元を掛け
ないといけないということです。
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7 剰余類、正規部分群、商群

7.1 剰余類

「剰余（じょうよ）」って聞きなれない言葉ですが要するに「余り」のことです。整数の割り算をした
ときの「余り」です。

7.1.1 部分集合を移動させる

部分集合 S ⊂ Gと要素 g, h ∈ Sから次の様にGの部分集合を定める：

gS := {gs | s ∈ S}, Sg := {sg | s ∈ S}, gSh := {gsh | s ∈ S}.

補題 7.1. Sと gS, Sg, gShの間には全単射存在する。よって特に次がなりたつ：

#S = #gS = #Sg = #gSh.

7.1.2 剰余類

定義 7.2. 部分群H < Gを考える。

(1) 要素 g ∈ Gにたいして部分集合 gHをgのHに関する左剰余類とよぶ。

(2) 要素 g ∈ Gにたいして部分集合HgをgのHに関する右剰余類とよぶ。

(3) ある要素 g ∈ Hに関する左剰余類である部分集合を左剰余類とよぶ。（「右」も同様。）

注意 7.3. e ∈ Hなので g = geは gHに属する。

例 7.4. G = Z, a > 0, H := aZの場合。
左剰余類は

n+ aZ = {n+ am ∈ Z | m ∈ Z}

これは aで割った余りが nを aで割ったときの余りと同じになる整数の集合。

補題 7.5. 部分群H < Gと要素 g1, g2 ∈ Gにたいして次の条件はすべて同値：

(1) g1H = g2H. （Gの部分集合として等しい。）

(2) g1H ∩ g2H ̸= ∅

(3) There exists h ∈ H such that g1h = g2.

(4) There exists h ∈ H such that g2h = g1.

(5) g−1
1 g2 ∈ H

(6) g−1
2 g1 ∈ H
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Proof. (1) ⇒ (2) は明らか。（注意 gH ̸= ∅.）
(2) ⇒ (3). 条件より要素 x ∈ g1H ∩ g2H がとれる。x ∈ g1H なので、ある h1 ∈ H が存在

して x = g1h1 をみたす。x ∈ g2H なので、ある h2 ∈ H が存在して x = g2h2 をみたす。ゆえに
g1h1 = x = g2h2が成り立つ。
要素 h := h1h

−1
2 が目標としている性質をもつものである。

Hは部分群であるから h ∈ Hである。うえの等式の両辺に h−1
2 を右から掛けて等式 g1h = g2を

える。
(3) ⇒ (4). h−1をもってくればいい。
(4) ⇒ (5) ⇔ (6). あきらか。
(5) ⇒ (1) g2H ⊂ g1Hを示す。
x ∈ g2Hとする。ある h ∈ Hが存在して x = g2hをみたす。
x = g2h = g1(g

−1
1 g2)hである。条件より g−1

1 g2 ∈ Hであり、Hは部分群なので g−1
1 g2h ∈ H. ゆえ

に x ∈ g1Hである。
逆向きの包含関係も同様に示される。

特に (1)と (2)の同値性より次が成り立つ：

系 7.6. 要素 g1, g2 ∈ Gに対してどちらか一方のみが必ず成り立つ：

1. (完全に一致）g1H = g2H.

2. （交わらない）g1H ∩ g2H = ∅.

このことからHによる左剰余類 gH (g ∈ G)によりGは敷き詰められる（非交和分解される）
ように思えてくる。
しかし、重複 g1H = g2Hを除かないといけない。

練習問題 7.7. 補題の条件が掴みづらい場合は、各条件が例 7.4の場合にどういうことを意味してる
かを考えよう。

7.1.3 完全代表系

定義 7.8 (完全代表系). 部分群H < Gを考える。
部分集合R ⊂ GがHの左剰余に関する完全代表系とは次が成り立つことをいう：

任意の g ∈ Gにたいしてある r ∈ Rが一意的に存在して gH = rHを満たす。

注意 7.9. 完全代表系の要素 r, s ∈ Rにたいして次の同値が成り立つ：

r ̸= s ⇔ rH ̸= sH.

例 7.10 (例 7.4の続き). G = Z, a > 0, H := aZの場合。
左剰余類は

n+ aZ = {n+ am ∈ Z | m ∈ Z}

これは aで割った余りが nを aで割ったときの余りと同じになる整数の集合。

aZに関する左剰余の完全代表系Rの条件を今の場合に書いてみると
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「任意の n ∈ Zにたいしてある r ∈ Rが一意的に存在して aで nを割った余りと rを割った余り
が等しい。」

なので、完全代表系の一つの例としては aで割ったときの余りの集合がとれます：

R = {r | 0 ≤ r < a}

これはあくまでも一例で、完全代表系の選び方はいくらでもありますね。

補題 7.11. 任意の群Gの任意の部分群H < Gにたいして左剰余に関する完全代表系は存在する。

7.2 ラグランジュの定理

定理 7.12. Gを群、HをGの部分群、R ⊂ GをHの左剰余に関する完全代表系とする。そうする

と、次の非交和分解がえられる：

G =
⊔
r∈R

rH.

つまり、以下の二つがなりたつ：

(1) G =
∪

r∈R rH.

(2) rH ∩ sH = ∅ (∀r, s ∈ R)

定理の主張してることは、

「任意の g ∈ Gは必ず rH (r ∈ R)のどれか一つに属し、他の奴には属さない」

ということです。

Proof. (1) g ∈ Gをとってくる。g = ge ∈ gHに注意しておく。
完全代表系の定義よりある r ∈ Rが存在して gH = rHをみたす。よって g ∈ rHである。

(2)は上で注意した。

例 7.13 (例 7.4の続き). G = Z, a > 0, H := aZの場合。
左剰余類は

n+ aZ = {n+ am ∈ Z | m ∈ Z}

これは aで割った余りが nを aで割ったときの余りと同じになる整数の集合。
完全代表系の一つの例としては aで割ったときの余りの集合がとれました：

R = {r | 0 ≤ r < a}

上の定理の主張することは

Z =
⊔

0≤r<a

(r + aZ)

これを翻訳すると、
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「任意の整数 nにたいして r (0 ≤ r < a)が一意的に存在して x ∈ r + aZである。」

もう少し頑張ると

「任意の整数 nにたいして r (0 ≤ r < a)が aを nで割ったときの余りとして一意的に定まる。」

と良く知っていることを言ってるのだと判明しますね。

例 7.14. 次の場合を考える：
G = S3, H = ⟨s1⟩ = {e, s1}

ただし s1はCoxeter元。

計算すると次が分かります：

G = {e, s1, s2, s1s2, s2s1, s1s2s1}
H = {e, s1}

s2H = {s2, s2s1} = s2s1H

s1s2H = {s1s2, s1s2s1} = s1s2s1H.

なのでHの左剰余に関する完全代表系Rとしては次が選んでこれます：

R = {s1, s2, s1s2}

（選び方は 8 = 23通りありますね。）

上の定理が主張するのは

S3 = s1H ⊔ s2H ⊔ s1s2H
ということです。
言っていることは、
「任意の σ ∈ S3は必ず s1H, s2H, s1s2Hのどれか一つに属し、他の奴には属さない」
ということです。

系 7.15 (ラグランジュの定理). Gを有限群、HをGの部分群、RをHに関する左剰余の完全代表

系とする。次がなりたつ：

|G| = |R||H|
特にHの位数はGの位数の約数である。

Proof.

|G| =
∑
g∈R

|gH| =
∑
g∈R

|H| = |R||H|.

系 7.16. 有限群Gの要素 g ∈ Gの位数 ord gはGの位数の約数である：

ord g|#G.

Proof. ord g = #⟨g⟩より従う。
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7.3 素数位数の群の構造

定理 7.17. 素数位数の群は巡回群である。とくに可換群である。

Proof. Gを位数が素数 pである群とする。
p > 1なのでGには単位元でない要素 g ∈ Gが存在する。
|⟨g⟩| = ord g > 1である。
一方、系 7.16より、ord g | |G|なので、|G| = |⟨g⟩|でなくてはならず、
よって、⟨g⟩ = Gを結論する。

7.4 商集合

定義 7.18. 部分群H < Gを考える。

(1) G/Hにより左剰余類のなすべき集合P(G)の部分集合をあらわし

GのHによる（左）商集合とよぶ。

G/H := {gH ∈ P(G) | g ∈ G}

(2) gHに対応するG/Hの要素を [g]または gであらわす。

(3) 写像 π : G→ G/Hを

π(g) := [g] = g

により定める。商写像と呼ばれる。

41



   新しいセクション 6 - 1 ページ    

42



補題 7.19. 上の状況で部分集合R ⊂ GがHによる左剰余に関する完全代表系であるための
必要十分条件は商写像 πをRに制限したもの π|R : R → G/Hが全単射になることである。

定義 7.20 (部分群の指数). Gを群とする。部分群H < Gの指数 [G : H]を以下で定める：

[G : H] = #G/H.

補題 7.21. 群Gと部分群H < Gにたいして次が成り立つ：

|G| = [G : H]|H|.
Proof. GのHの左剰余に関する完全代表系Rをとる。|R| = |G/H| = [G : H]なので、主張はラグ
ランジュの定理の言い換えである。

7.5 例

例を挙げます。念のために言っておくと完全代表系Rの取り方は例で挙げているもの以外にもあり
ます。

例 7.22. G = Z > H = 5Zの場合。剰余類は次の五つ：

5Z, 1 + 5Z, 2 + 5Z, 3 + 5Z, 4 + 5Z.

ただし、剰余類の表し方はいろいろある。例えば、次も同じものを表してる：

10 + 5Z,−9 + 5Z, 102 + 5Z, 78 + 5Z,−196 + 5Z.

完全代表系の取り方としては、次のものが標準的ですね：

R = {0, 1, 2, 3, 4} ⊂ Z.

商集合は

Z/5Z = {[n] ∈ P(Z) | n ∈ Z} = {[0], [1], [2], [3], [4]}.

例 7.23. Z ⊂ Rの場合。

剰余類は
x+ Z (x ∈ R).

二つの実数 x, y ∈ Rが等しい剰余類を持つための必要十分条件は

x+ Z = y + Z ⇔ x− y ∈ Z ⇔ x, yの小数部分が一致.

完全代表系としては次がとれる：
R = [0, 1) ⊂ R.

よって商集合は

R/Z = {[x] ∈ P(R) | x ∈ R} = {[x] ∈ P(R) | x ∈ [0, 1)}.

商集合R/Zは円周と自然に同一視できる。
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例 7.24 (例 7.14の続き). 次の場合を考える：

G = S3, H = ⟨s1⟩ = {e, s1}

ただし s1はCoxeter元。
計算すると次が分かります：

G = {e, s1, s2, s1s2, s2s1, s1s2s1}
H = {e, s1}

s2H = {s2, s2s1} = s2s1H

s1s2H = {s1s2, s1s2s1} = s1s2s1H.

よって、

[e] = [s1], [s2] = [s2s1], [s1s2] = [s1s2s1].

完全代表系の例としては

R = {e, s1, s1s2} ⊂ S3

よって商集合は

G/H = {[e], [s2], [s1s2]}.
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7.6 正規部分群、商群

注意すべき点は集合G/Hの要素の表示には群Gの要素を用いますが、

異なる要素 x, y ∈ G, x ̸= yが同じG/Hの点を表すことがあるということです。
大事なことなのでもう一回書いておきます。

注意 7.25. 要素 x, y ∈ Gは x ̸= yであってもG/Hの中では [x] = [y]かもしれない。

こういう時に大切になるのは [x] = [y]となる必要十分条件をもとめることですね。ところが、そ
れは補題 7.5で既に済んでいます。
内容をおさらいしましょう。

補題 7.26. Gを群、Hを部分群とする。

要素 x, y ∈ Gにたいして次の同値がある：

[x] = [y] ⇔ xH = yH ⇔ y−1x ∈ H ⇔ ∃h ∈ H s.t. xh = y.

疑問 7.27. 部分群H < Gを考える。
もし x, x′, y, y′ ∈ Gが [x] = [x′], [y] = [y′]をみたしたとすれば、

等式 [xy] = [x′y′]が成り立つか？

G×G

π×π
��

µ //G

π
��

G/H ×G/H ????__ //__ G/H

いつでも成り立つわけではない。

例 7.28 (例 7.14の続き). 次の場合を考える：

G = S3, H = ⟨s1⟩ = {e, s1}

ただし s1はCoxeter元。
計算すると次が分かります：

G = {e, s1, s2, s1s2, s2s1, s1s2s1}
H = {e, s1}

s2H = {s2, s2s1} = s2s1H

s1s2H = {s1s2, s1s2s1} = s1s2s1H.

そこで次のように元を設定する：

x = s2, x
′ = s2s1, y = y′ = s1s2

すると
[x] = [x′], [y] = [y′].

であるが、
xy = s2s1s2 = s1s2s1 ∈ s1s2H, x′y′ = s2s1s1s2 = e ∈ H.

よって
[xy] = [s1s2], [x′y′]. = [e]
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Gの部分集合 S, T ⊂ Gにたいして次のように部分集合 ST ⊂ Gを定義する：

ST := {st ∈ G | s ∈ S, t ∈ T}.

定理 7.29. 群Gの部分群H < Gににたいして次の条件は同値。

(1) もし要素 x, x′, y, y′ ∈ Gが等式 [x] = [x′], [y] = [y′]をみたせば等式 [xy] = [x′y′]が成り立つ。

(2) 任意の要素 x, y ∈ Gにたいして xHyH = xyHがなりたつ。

(3) xHx−1 = H for all x ∈ G.

(4) xHx−1 ⊂ H for all x ∈ G.

つまり、任意の x ∈ Gと任意の h ∈ H, x ∈ Gにたいして xhx−1 ∈ Hがなりたつ。

(5) x−1Hx ⊂ H for all x ∈ G.

つまり、任意の x ∈ Gと任意の h ∈ H, x ∈ Gにたいして x−1hx ∈ Hがなりたつ。

Proof. (1) ⇒ (5). 任意に z ∈ Gを持ってくる。（z−1Hz ⊂ Hを示したい。そこで、）
任意に h ∈ Hを持ってくる。（z−1hz ∈ Hを示したい。）
(1)を x = h, x′ = e, y = z, y′ = zに適用する。すると等号 [hz] = [z]を得る。これは所属関係

z−1hz ∈ Hと同値だったので、z−1hz ∈ Hを結論する。

(5) ⇒ (4).
任意に z ∈ Gを持ってくる。（zHz−1 ⊂ Hを示したい。）
(5)を x = z−1に適用することで以下のように包含関係 zHz−1 ⊂ Hを得る：

zHz−1 = (z−1)−1Hz−1 ⊂ H.

(4) ⇒ (5). 上と同様に示せる。

(4) ⇒ (3).
任意に z ∈ Gを持ってくる。（zHz−1 = Hを示したい。そこで、）
(i) zHz−1 ⊂ H, (ii) zHz−1 ⊃ H を示す。

(i)は (4)そのもの。(ii)を示す。h ∈ Hをとってくる。（h ∈ zHz−1が示したい。）
(4)から (5)が従うことをすでに示しているので (5)を使うことが出来る。
(5)より z−1hz ∈ Hである。よって、以下の様に所属関係 h ∈ zHz−1を得る：

h = z(z−1hz)z−1 ∈ zHz−1.

(3) ⇒ (4). 明らか。

(5) ⇒ (2).
x, y ∈ Gをとってくる。（xHyH = xyHを示したい。そこで、）
(i) xHyH ⊂ xyH, (ii) xHyH ⊃ xyHを示す。

(ii) h ∈ Hをとってくる。（xyh ∈ xHyHを示したい。）
e ∈ Hなので xyh = xeyhは xHyHに属する。
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(i) h, k ∈ Hをとってくる。（xhyk ∈ xyHを示したい。）
(5)より y−1hy ∈ Hなので、以下の様に xhyk ∈ xyHを得る：

xhyk = xy
(
(yhy−1)k

)
∈ xyH.

(2) ⇒ (1).
x, x′y, y′ ∈ Gが

[x] = [x′], [y] = [y′]

を満たすとする。これはGの部分集合としての等号

xH = x′H, yH = y′H

を意味する。よって、次のGの部分集合の等号をえる：

xyH = xHyH = x′Hy′H = x′y′H

ただし、一つ目と三つ目の等号は (2)を用いている。ゆえに [xy] = [x′y′]を結論する。

定義 7.30 (正規部分群). 部分群H < Gは次を満たすとき正規部分群と呼ばれる：
任意の h ∈ H, x ∈ Gにたいして xhx−1はHに属する。

正規部分群であることを次の記号であらわす：

H ◁ G

定義 7.31 (商群). Gを群、Hを正規部分群とする。

対応 µ : G/H ×G/H → G/H, ([x], [y]) → [xy]は
定義域の各要素 (ξ, η)にたいし、要素の表示方法 ξ = [x], η = [y]に依存しない像 µ(ξ, η)を与える。

よって、この対応は写像 µ : G/H ×G/H → G/H, ([x], [y]) → [xy]である。

G×G

π×π
��

µ //G

π
��

G/H ×G/H
µ

//G/H

商集合G/Hと写像 µの組 (G/H, µ)は群である。
これをGのHによる商群と呼ぶ。

積の定め方を簡単に書く：

[x][y] := [xy].

∵
([x][y])[z] = [xy][z] = [(xy)z] = [x(yz)] = [x][yz] = [x]([y][z]).

単位元は eG/H = [eG]である。逆元は [x]−1 = [x−1]である。
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7.6.1 例

命題 7.32. 可換群の任意の部分群は正規。

例 7.33. G = Z, n > 0, H = nZの場合。上の命題から nZは Zの正規部分群。
商群 Z/nZの要素の個数は n:

|Z/nZ| = n.

要素の表し方としては

[0], [1], [2], · · · , [n− 1]

が互いに相異なる要素を表している。

積を書いてみると

[a] + [b] := [a+ b].

なので例えば

[n− 1] + [3] = [n+ 2] = [2].

注意 7.34. 二つ目の等号はあくまでも説明のために書いています。
Z/nZの要素をいつでも [r] (0 ≤ r < n)の形に表すことを推奨・指導するものではありません。

例 7.35. G = S3, H = A3 := {e, s1s2, s2s1}の場合。
Hは 3次交代群と呼ばれA3と書かれる。これは S3の正規部分群である。
計算すると

H = s1s2H = s2s1H,

s1H = s2H = s1s2s1H.

よって、

S3/A3 = {[e], [s1]}

唯一、非自明な積 [s1][s1]を計算すると

[s1][s1] = [s1s1] = [e]

念のために別の表記でも計算してみる

[s2][s1s2s1] = [s2][s2s1s2] = [s2s2s1s2] = [s1s2] = [e].

例 7.36. 特殊線形群 SLn(R)は一般線形群GLn(R)の正規部分群

SLn(R) ◁ GLn(R).

例 7.37. (1) 群Gの部分群 {e}, Gは正規。

(2) H,K ◁ G ⇒ H ∩K ◁ G.

(3) H < G,K ◁ G ⇒ H ∩K ◁ H.
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7.6.2

命題 7.38. 任意の部分群が正規だからといって可換とは限らない。

Proof. 次の反例により示される。
群G = {±1,±i,±j,±k} ⊂ GL4(R)を次で定める。

i =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , j =


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 , k =


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

次の関係式がある：
i2 = j2 = k2 = −1, ijk = −1.

この群は非可換であるが、任意の部分群は正規である。次のように示される：

(1) 等式 ij = −jiが成り立つ。とくにGは非可換。

(2) 部分群は以下のものに限られる：

{1}, ⟨i⟩, ⟨j⟩, ⟨k⟩, G.

(3) これらが正規であることは個別に確認できる。

命題 7.39. (1) K < H, H < G ⇒ K < G.

(2) K ◁ H, H ◁ GだからといってK ◁ Gとは限らない。

.

命題 7.40. 指数 2の部分群は正規である。
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8 群準同型写像、群同型写像

8.1 群準同型写像、群同型写像

定義 8.1. G,Hを群とする。

(1) 写像 f : G→ Hが群準同型とは次が成り立つことをいう：

f(gg′) = f(g)f(g′) for all g, g′ ∈ G

(2) 全単射な群準同型写像を群同型写像という。

補題 8.2. 群準同型写像 f : G→ Hに対して次が成り立つ：

(1) f(eG) = eH .

(2) f(g−1) = f(g)−1 for all g ∈ G.

Proof. (1) 等式 f(eG)
2 = f(eG)が以下で示される：

f(eG)
2 = f(eG)f(eG) = f(eGeG) = f(eG).

両辺に f(eG)
−1を掛けて f(eG) = eH を結論する。

(2) 等式 f(g)f(g−1) = eH が以下で示される：

f(g)f(g−1) = f(gg−1) = f(eG) = eH .

両辺に f(g)−1を左から掛けて f(g−1) = f(g)−1を結論する。

補題 8.3. (1) 群準同型写像の合成写像は群準同型写像である。

(2) 群同型写像の合成写像は群同型写像である。

(3) 群同型写像の逆写像は群同型写像である。

8.1.1 群（準）同型の集合

定義 8.4. G, Hを群とする。

(1) HomGp(G,H)により群準同型写像 f : G→ Hの集合を表す：

HomGp(G,H) := {f ∈ HomSet(G,H) | f は群準同型写像 }

(2) EndGp(G)により自己群準同型写像 f : G→ Gの集合を表す。

別の言い方では EndGp(G) := HomGp(G,G).

(3) AutGp(G)により自己群同型写像 f : G→ Gの集合を表す。

自己群同型写像 f : G → Gというのは自己群準同型写像（EndGp(G)の要素）かつ自己全単射
（AutSet(G)の要素）ということなので、HomSet(G,G)の部分集合の等号がなりたつ：

AutGp(G) = AutSet(G) ∩ EndGp(G).

AutGp(G)は自己全単射群AutSet(G)の部分群である。この群を自己同型群とよぶ。
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8.2 核と像

定義 8.5 (像と核). 群準同型写像 f : G → Hにたいして次のようにGの部分集合 ker f とHの部分

集合 Im f を定める：

ker f := {g ∈ G | f(g) = eH},
Im f := {h ∈ H | h = f(g) for some g ∈ G}

命題 8.6. 群準同型写像 f : G→ Hにたいして次が成り立つ：

(1) 像 Im f はHの部分群である。

(2) 核 ker f はGの正規部分群である。

Proof. (1) eH = f(eG)なので eH ∈ Im f である。ゆえに Im f ̸= ∅.
u, v ∈ Im f をとってくる。ある x, y ∈ Gが存在して u = f(x), v = f(y)をみたす。
等式

uv−1 = f(x)f(y)−1 = f(x)f(y−1) = f(xy−1)

より、uv−1は Im f に属すると結論できる。

(2) f(eG) = eH なので eG ∈ Ker f である。ゆえにKer f ̸= ∅.
x, y ∈ ker f をとってくる。等式

f(xy−1) = f(x)f(y)−1 = ee = e

より xy−1 ∈ ker f である。よって、ker f はGの部分群である。
x ∈ ker f, g ∈ Gをとってくる。等式 f(gxg−1) = eが以下で確認できる：

f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g)−1 = f(g)ef(g)−1 = f(g)f(g)−1 = e

よって、gxg−1 ∈ ker f である。ゆえに、ker f は正規部分群である。

命題 8.7. 群準同型写像 f : G→ Hにたいして次が成り立つ。

(1) f が全射⇔ Im f = H.

(2) f が単射⇔ ker f = {e}.

Proof. (1)は自明。

(2) （簡単な証明は教科書に載ってる。線形代数でやったのと実質同じ。少し、違った証明を与
える。）

準備を二つします。

補題 8.8. h ∈ Hにたいして次が成り立つ：

f−1({h}) =

{
g ker f if there exists g ∈ G such that f(g) = h

∅ h /∈ Im f
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Proof. 証明の要点は次です：
群Gの要素 g1, g2 ∈ Gにたいして次の命題は同値：

f(g1) = f(g2) ⇔ f(g−1
1 g2) = eH ⇔ g−1

1 g2 ∈ ker f ⇔ g2 ∈ g1 ker f

系として次が成り立ちますね：

系 8.9. g ∈ Gにたいして次がなりたつ：

f−1({f(g)}) = g ker f.

もうひとつの準備は単射性の判定法です。

補題 8.10. 写像 f : X → Y が単射であるための必要十分条件は f−1({f(x)}) = {x} (∀x ∈ X)で
ある。

[命題の証明] (⇒). ker f = f−1({e}) = f−1({f(eG)})である。いま fは単射と仮定しているので、
補題 8.10より ker f = {e}が従う。

(⇐). ker f = {e}ならば系 8.9より f−1({f(g)}) = g (∀g ∈ G)が成り立つので補題 8.10より単射
性がしたがう。

8.3 例

例 8.11. (1) 指数関数写像 exp : R → R×は群同型写像。

ker exp = {0}, Im exp = R>0.

(2) 対数関数写像 log : R>0 → Rは群同型写像。うえの指数関数写像の逆写像。

ker log = {1}, Im log = R.

(3) 符号数写像 sgn : Sn → {±1}は群準同型写像。

定義 8.12 (交代群). 符号数写像 sgnの核を n次交代群とよびAnで表す：

An := {σ ∈ Sn | sgn(σ) = 1}

(4) 可換環Rにたいして行列式写像 det : GLn(R) → R× は群準同型写像。

特殊線型群の定義を復習すると

SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | detA = 1}.

行列式写像の核として定義されている。

ker det = SLn(R), Imdet = R×.

像については議論が必要ですが、お任せします。
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8.3.1

• 符号数写像 sgn : Sn → {±1}が群準同型写像であることの証明. 示すべきことは
「任意の σ, τ ∈ Snにたいして

(8-4) sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ)

がなりたつ。」
この主張を σの転倒数 n := Nσに関する帰納法で示す。

n = 0の場合。このとき σ = eであり sgn(e) = 1なので等式 (8-4)がなりたつことが確認できる。

n = 1の場合。σはCoxeter元である。補題 6.12により、Nστ = Nτ ± 1なので、等式 (8-4)がな
りたつ。

n > 1の場合。n− 1までは主張が示されていると仮定する。
定理 6.10により、σは n = Nσ個のCoxeter元の積であらわせる。つまり、Coxeter元 si1 , · · · , sin

が存在して
σ = si1si2 · · · sin

を満たす。σ′ := si2 · · · sinとおく。すると、σ = si1σ
′であり、定理 6.10より、Nσ′ ≤ n− 1がなりた

つ。（注意：補題 6.12とあわせるとNσ′ = n− 1が分かる。しかし、帰納法を使うためには上の不等
式で十分。）
以下の様にして等式 8-4が確認できる：

sgn(στ) = sgn(si1(σ
′τ))

= sgn(si1)sgn(σ
′τ)

= sgn(si1)sgn(σ
′)sgn(τ)

= sgn(si1σ
′)sgn(τ)

= sgn(σ)sgn(τ)

ただし、二つ目と四つ目の等号には n = 1の場合を用いている。三つ目の等号には帰納法の仮定を用
いている。

例 8.13. 群Gを考える。

(1) 恒等写像 idG : G→ Gは群同型写像。

(2) G′を群とする。Gのすべての要素をG′の単位元 eG′に送る写像

ϵ : G→ G′, ϵ(g) := eG′ (∀g ∈ G)

は群準同型写像。
Ker ϵ = G, Im ϵ = {eG′}.

(3) 正規部分群Hに関する商写像 π : G→ G/Hは群準同型写像。

kerπ = H, Im π = G/H.

(4) 要素 g ∈ Gから随伴写像 adg : G→ Gを以下で定めると、これは群同型写像である：

adg(x) := gxg−1 (∀x ∈ G).

写像 adgを内部自己群同型写像とよぶこともある。
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(5) 各要素 g ∈ Gにたいして自己群同型写像 adg ∈ AutGp(G)が定義された。これは、つまり、写像

ad : G→ Autgp(G), g 7→ adg

が定義されるということである。

定義 8.14 (群の中心). 群Gにたいしてその中心Z(G)をいかで定義する：

Z(G) = {g ∈ G | gh = hg (∀h ∈ G)}

補題 8.15.
Z(G) = ker ad .

像 Im ad < AutGp(G)を内部自己同型群とよぶ。これは正規部分群である。
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8.4 群準同型写像定理

補題 8.16. 群準同型写像 f : G→ Hと部分群K < Gを考える。次は同値：

(1) K < ker f

(2) 要素 g1, g2 ∈ Gが [g1] = [g2]をみたすならば f(g1) = f(g2)が成り立つ。

略証. (1) ⇒ (2).

[g1] = [g2] ⇒ g−1
2 g1 ∈ K ⇒ g−1

2 g1 ∈ ker f ⇒ f(g−1
2 g1) = e ⇒ f(g1) = f(g2).

(2) ⇒ (1) は略。

系 8.17. 群準同型写像 f : G→ Hと部分群K < Gを考える。K < ker f と仮定する。

すると、対応 f : [g] ∈ G/K 7→ f(g) ∈ Hは写像を定める。

G
f //

π
��

H

G/K
f

77ooooooooooooo

さらに f の像は f のそれと一致する：

Im f = Im f.

補題 8.18. 上の系でKが正規部分群のときは f : G/K → Hは群準同型写像である。さらに次が成
り立つ：

ker f = {[g]K | g ∈ ker f}
注意：[g]K はKに関する左剰余類であることを表している。

定理 8.19 (群準同型定理). 群準同型 f : G→ Hを考える。次が成り立つ：

(1) 単射群準同型写像 f : G/ ker f → Hで f ◦ π = f を満たすものが一意的に存在する：

G
f //

π
��

H

G/ ker f
f

66nnnnnnnnnnnnnn

(2) さらに f の像は f のそれと一致する：

Im f = Im f.

(3) f の像を Im f に制限したものを改めて f と書くと、

群同型写像

f : G/ ker f ∼= Im f.

をえる。
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Proof. (1) 存在は既に示している。一意性を示そう。（これは πの全射性の帰結である。）
ある写像 g : G/ ker f → Hが存在して g ◦ π = f をみたしたと仮定する。
ξ ∈ G/ ker f をとってくる。ある x ∈ Gが存在して ξ = [x] = π(x)を満たす。よって、次の計算

で g(ξ) = f(ξ)がわかる：

g(ξ) = g(π(x)) = (g ◦ π)(x) = f(x) = (f ◦ π)(x) = f(π(x)) = f(ξ)

よって、g = f が示された。

単射性：上の補題より
ker f = {[g]ker f | ker f} = {[e]ker f}

よって、群準同型写像 f : G/ ker f → Hは単射である。
(2)は既に示している。

(3) は (1)(2)の帰結である。

8.5 同型の構成

群準同型定理をもちいて同型な群を見つけることができます。

例 8.20. 符号数写像 sgn : Sn → {±1}は次の同型を誘導します：

sgn : Sn/An

∼=−→ {±1}.
例 8.21. 行列式写像 det : GLn(R) → R×は次の同型を誘導します：

det : GLn(R)/ SLn(R)
∼=−→ R×

例 8.22. 群準同型写像

f : R → S1, f(x) := e2πxi.

はKer f = Z, Im f = S1なので群同型写像

f : R/Z
∼=−→ S1, f([x]) := e2πxi.

を誘導する。

8.5.1 一つの要素の生成する部分群

例 8.23. Gを群、g ∈ Gを要素とする。指数法則から次の写像は群準同型写像であるとわかる：

f : Z → G, f(n) := gn.

像と核は

ker f = {n ∈ Z | gn = e} =

{
(ord g)Z, (ord g <∞)

0, (ord g = ∞)

Im f = {gn | n ∈ Z} = ⟨g⟩.
なので、次の同型写像を得る：

f : Z/(ord g)Z
∼=−→ ⟨g⟩, (ord g <∞)

f : Z
∼=−→ ⟨g⟩, (ord g = ∞)

系 8.24. 巡回群Gは Zまたは Z/nZに同型である。
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8.6 全射群準同型

群準同型定理は全射群準同型 f : G→ Hがあれば値域Hは商群G/Ker f と同一視できますね：

f : G/Ker f
∼=−→ H

8.6.1 部分群の対応

命題 8.25. 全射群準同型 f : G→ Hがあったとする。すると f は、Ker f とGの間の部分群とHの
部分群との間に全単射対応を引き起こす。さらに、それにより正規性は対応する。

きちんとした主張は以下です。

核 ker f とGの間の部分群の集合をX, Hの部分群の集合を Y とおく。

X := {K | Ker f < K < G}
y := {L | L < H}

次の写像 α, βが定まり、互いに他の逆写像である。特にこれらは全単射である。

α :X → Y, α(K) := f(K),

β :Y → X, β(L) := f−1(L)

さらにK ∈ XがGの正規部分群であるための必要十分条件は f(K)がHの正規部分群であるこ
とである。

証明方針. まずは、写像α, βがキチンと定義されていることを確かめないといけない。つまり、K ∈ X
ならば f(K)はHの部分群であること、また、L ∈ Y ならば f−1(L)はGの部分群でありかつKer f
を含むということ。

つぎに、互いに逆写像であることを確認する。
β ◦ α(K) = Kは f−1(f(K)) = Kを意味する。包含関係⊃は集合と写像の簡単な問題。逆の包含

関係⊂は補題 8.8を使う。（あるいは直接示す。ここにKer f < Kを使う。）
α ◦ β(L) = Lは f(f−1(L)) = Lを意味する。これも集合と写像の簡単な問題。

正規性の対応。K がGの正規部分群なら f(K)がH の正規部分群であることは簡単に確認でき
る。f(K)がHの正規部分群とする。直接、KがGの正規部分群であることを示してもいい。別の
方法：商写像 π : H → H/f(K)を考えると、合成写像 π ◦ f : G → H/f(K)は群準同型であり核が
Kであることを示す。

練習問題 8.26. 群準同型写像 f : G→ Hと部分群K < G, H ′ < Hにたいして f(K)はHの部分群
であり、f−1(H ′)はGの部分である。さらに f−1(f(K)) = ⟨K,Ker f⟩が成り立つ。

8.6.2 像の位数

命題 8.27. Gを有限群とする。全射群準同型写像 f : G→ Hが存在すればHも有限群であり、Hの

位数はGの位数の約数である：

#H|#G
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Proof. f の誘導する同型写像 f : G/Ker f
∼=−→ Hが存在するので

#H = #(G/Ker f) | #G

が成り立つ。

系 8.28. 群準同型写像 f : G→ Hと要素 g ∈ Gを考える。次が成り立つ：

(1) ⟨g⟩の f による像は ⟨f(g)⟩である。

(2) ord f(g)| ord g.

Proof. (1) は考えてみましょう。

(2)は (1)と ord g = #⟨g⟩と先の命題の帰結です。

系 8.29. 有限群G,Hの位数は互いに素とする。このとき、群準同型写像 f : G → Hは自明なもの
しかない。

9 巡回群

例 8.23より、巡回群Gは Zまたはその商群と同型であり、同型類は位数のみで決定される。

命題 9.1. 巡回群G, Hが同型であるための必要十分条件は位数が等しいことである。

G ∼= H ⇔ #G = #H.

定義 9.2. 位数 n ∈ Z>0 ∪ {∞}の巡回群をCnとあらわす。（生成元を指定することもおおい。）

もちろん、n ∈ NならばCn
∼= Z/nZであり、C∞ ∼= Zです。

9.1 無限巡回群

命題 9.3. gを生成元とする無限巡回群C∞を考える。
整数 a ≥ 0にたいして gaの生成する部分群をHaとあらわす：

Ha = ⟨ga⟩ = {gan | n ∈ Z}.

(1) 任意の部分群Hにたいしてある非負整数 a ≥ 0が一意的に存在してH = Haを満たす。

特に、a, b ≥ 0にたいして a = b ⇔ Ha = Hbである。

(2) C∞の任意の非自明な部分群は無限巡回群である。

Proof. (1) H = {e}の場合はH = H0である。a > 0にたいしてHa ̸= {e}なので、一意性も示さ
れた。

H ̸= {e}とする。
主張：ある b > 0が存在して gb ∈ Hを満たす。
∵ 仮定より h ∈ H, h ̸= eがとれる。よって、ある c ∈ Z \ {0}が存在して h = gcを満たす。c > 0

であればこれでよい。c < 0のばあいは g−c = h−1 ∈ Hなので、これで主張が示された。
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a := min{b > 0 | gb ∈ H}とおく。包含関係Ha ⊂ Hは明らか、
逆向きの包含関係を示す。
h ∈ Hをとってくる、ある q ∈ Zと r (0 ≤ r < a)が存在して

h = gaq+r = (ga)qgr

が成り立つ。これは
gr = (ga)−qh ∈ H

を意味するが、aの選びからから r = 0をえる。よって、h ∈ Haが示された。
ゆえにH = Haを結論する。

一意性は
min{c > 0 | gc ∈ Ha} = a

なのでHa = Hbならば

a = min{c > 0 | gc ∈ Ha} = min{c > 0 | gc ∈ Hb} = b

により導ける。

練習問題 9.4. (1) 正整数 a, b ≥ 1にたいして次がなりたつ：

a|b ⇐⇒ bZ < aZ ⇐⇒ Hb < Ha.

(2) 正整数N にたいして次の写像は全単射である：

{a ≥ 1 | a|N} → {H | NZ < H < Z}, a 7→ aZ.

(3) 正整数 a, b ≥ 1を考える。

次を示せ：

(i) 正整数 d > 0が a, bの最大公約数であるための必要十分条件は ⟨a, b⟩ = dZである。
ただし ⟨a, b⟩は整数 a, b ∈ Zが加法群 Zのなかで生成する部分群を表す。

(ii) 正整数 d > 0が a, bの最大公約数とする。ある整数 p, qが存在して

pa+ qb = d

を満たすことを示せ。

(4) 正整数 a, b ≥ 1が互いに素であるための必要十分条件はある整数 p, qが存在して

pa+ qb = 1

を満たすことであることを示せ。
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9.2 有限巡回群

命題 9.5. 自然数N にたいして gを生成元とする位数N の巡回群CN を考える。

(1) 整数 a > 0にたいして aとN の最大公約数を d = gcd(a,N)とし、m = N/dとおく。

すると、gaの位数は ordCN
ga = mである。

(2) gaの生成する部分群をHaとあらわす：

Ha := ⟨ga⟩ = {gan | n ∈ Z}

するとHaはm次の巡回群である。

(3) 任意の部分群Hにたいしてある正のN の約数 aが一意的に存在してH = Haを満たす。

（例：a = N の場合はHN = {e}, a = 1の場合がH1 = CN である。）

(4) CN の任意の部分群は巡回群である。

Proof. (1)(2) は省略。

(3) 例 8.23の全射群準同型 f : Z → CN , n 7→ gnを考える。（Zは 1を生成元とする無限巡回群で
あることを思い出す。なので、前節の結果が使える。）
命題 8.25より、部分群H < CN にたいして f−1(H)はKer f = NZを含む Zの部分群である。
よって、命題 9.3と練習問題 9.4から、あるN の正の約数 aが一意的に存在して f−1(H) = aZを

満たす。よって、H = f(f−1(H)) = f(aZ) = ⟨ga⟩である。
ここまでで用いた二つの対応は全単射対応なので aは一意的である。

{H | H < CN} ⇆ {K | NZ < K < Z} ⇆ {a ≥ 1 | a|N}

練習問題 9.6. 上の命題の (1)(2)を示せ。
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10 非同型の判定

群G,Hが同型ならばそれらは群論的には同じとみなしてよい。同型であることを確認するのは同型
を構成しなければいけないが、非同型であることは確認しやすかったりする。

10.0.1 位数の不一致

同型な群は位数が一致する。

例 10.1. 群 Z/2Zと群 Z/3Zは位数がそれぞれ 2, 3であり、異なっているので非同型。

例 10.2. 群 Zと群Rは位数がそれぞれ可算無限、非可算無限であり、異なっているので非同型。

10.0.2 要素の位数分布の不一致

同型な群は要素の位数分布が一致する。

例 10.3. 群 Z/2Z× Z/2Zと群 Z/4Zを考える。
Z/4Zには位数 4の要素が存在するが、Z/2Z× Z/2Zには存在しないことを確認して、非同型で

あることが示せる。

10.0.3 可換性

可換群に同型な群は可換

例 10.4. 群 Z/6Zと群 S3を考える。
Z/6Zは可換群であるが、S3は非可換群なので、非同型であることが示せる。

11 群の直積

定義 11.1. 群G = (G,µG), H = (H,µH)の直積群G×Hとは下部集合がGとHの下部集合の直積
集合G×Hに積を

(g1, h1)(g2, h2) := (g1g2, h1h2)

で定めたものと定義する。
単位元は

eG×H = (eG, eH).

要素 x = (g, h)の逆元は
x−1 = (g−1, h−1).

同様に複数個の群の直積G1 ×G2 × · · · ×Gnや、無限個の群の直積
∏∞

i=1Giを定義する。

少しだけ注意したいのは次の可換性です：

(g, eH)(eG, h) = (g, h) = (eG, h)(g, eH).

例 11.2. 可換群の直積群は可換群である。

例 11.3. (1) R× R = R2.

(2) Z× Z× Z = Z3.
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例 11.4. (1) 位数 4の群は次のいずれかの群と同型である。特に可換群である。

Z/2Z× Z/2Z, Z/4Z

(2) しかし、これら二つの群は非同型：

Z/2Z× Z/2Z ̸∼= Z/4Z.

（これにて位数 4の群の同型類の分類が完了した。）

(3) 一方、次の同型がある：
Z/6Z ∼= Z/2Z× Z/3Z.

命題 11.5. Gを群、H,KをGの部分群とする。任意の h ∈ H, k ∈ Kにたいして hk = khが成り立
つと仮定する。
このとき、次が成り立つ：

(1) 写像
ϕ : H ×K → G, ϕ(h, k) := hk (∀h ∈ H, k ∈ K)

は群準同型写像である。

(2) 写像
ψ : H ∩K → H ×K, ϕ(l) := (l, l−1)

は単射群準同型写像であり、等式
Imψ = Kerϕ

がなりたつ。

注意 11.6. 上の命題で hk = kh (∀h ∈ H, k ∈ K)という仮定がなければ ϕ, ψは群準同型写像には
ならない。

系 11.7. Gを群、H,KをGの部分群とする。次が成り立つと仮定する：

(i) ⟨H,K⟩ = G. つまり、HとKはGを生成している。

(ii) H ∩K = {e}.

(iii) 任意の h ∈ H, k ∈ Kにたいして hk = khが成り立つ

このとき、写像
f : H ×K

∼=−→ G, f(h, k) := hk (∀h ∈ H, k ∈ K)

は群同型写像である。

練習問題 11.8. (1)

ordG×H(g, h) =

{
lcm(ordG g, ordH h) ordG(g) <∞ かつ ordH(h) <∞
∞ ordG(g) = ∞ または ordH(h) = ∞

ただし lcmは最小公倍数を意味する。

(2) G′ < G, H ′ < H ⇒ G′ ×H ′ < G×H.
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(3) G′ ◁ G, H ′ ◁ H ⇒ G′ ×H ′ ◁ G×H.

さらに、この状況で、以下の写像は群同型写像である：

(G×H)(G′ ×H)
∼=−→ (G/G′)× (H/H ′) , [(g, h)] 7→ ([g], [h]).

(4) 次の写像は群準同型である。

(i) p1 : G×H → G, (g, h) 7→ g.

(ii) p2 : G×H → G, (g, h) 7→ h.

(iii) ∆ : G→ G×G, g 7→ (g, g)

(5) うえの写像 p1, p2の誘導する写像

HomGp(G,H ×K) → HomGp(G,H)× Homgp(G,K), f 7→ (p1 ◦ f, p2 ◦ f).

は全単射である。

(6) 次の写像は全単射である：

Hom(Z× Z, G) → {(g, h) ∈ G×G | gh = hg}, f 7→ (f(1, 0), f(0, 1)).

12 有限生成アーベル群の構造定理

可換群のことをアーベル群とも呼びます。

定義 12.1. 群が有限生成とは有限個の要素から構成される生成系をもつことをいう。

有限群は有限生成である。有限生成だが有限群でない群もある。たとえば加法群Zは {1}を生成
系としてもつので有限生成。

定理 12.2 (有限生成アーベル群の構造定理). 有限生成アーベル群Gは次の形の群と同型である：

Z/m1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mrZ× Z× · · · × Z.

ここでmi ≥ 2は自然数であり、つぎの関係を満たす：

m1|m2| · · · |mr

系として有限アーベル群の構造定理が導出できますね。

定理 12.3 (有限アーベル群の構造定理). 有限群Gは次の形の群と同型である：

Z/m1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mrZ

ここでmi ≥ 2は自然数であり、つぎの関係を満たす：

m1|m2| · · · |mr

注意 12.4. 無限生成アーベル群はもっと複雑である。巡回群Z, Z/mZの無限直積と同型でないもの
も存在する。例えば有理数のなす加法群Qはそういう例である。
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12.0.1 準備

補題 12.5. Gをアーベル群、g1, · · · , gN をGの要素とする。次がなりたつ：

(1) 写像
f : ZN → G, (k1, · · · , kN) 7→ k1g1 + · · ·+ kNgN

は群準同型写像である。

(2) 部分集合 {g1, · · · , gN}が生成系であるための必要十分条件は写像 f が全射なことである。

補題 12.6. Gをアーベル群とする。あるm1,m2, · · · ,mr ∈ Nにたいして同型

G ∼= Z/m1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mrZ

が存在するための必要十分条件は以下の条件を満たす生成系 {g1, g2, · · · , gr}が存在することである：
r次の整数ベクトル k⃗ = (ki) ∈ Zrが

k1g1 + k2g2 + · · ·+ krgr = 0

を満たすための必要十分条件は

k1 ∈ m1Z, k2 ∈ m2Z, · · · kr ∈ mrZ

である。

Proof. 条件は上の補題 12.5で作った全射準同型写像 f の核Ker f が

Ker f = m1Z×m2Z× · · · ×mrZ ⊂ Zr

ということに他ならない。

この補題のm1, · · · ,mrは 0かも知れないことを注意しておく。定理の証明の為には次の形に主張
を言い換えておくと便利である。

定理 12.7 (有限生成アーベル群の構造定理の言い換え). 有限群Gは次の形の群と同型である：

Z/m1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mNZ

ここでmiは 2以上の自然数または 0であり、つぎの関係を満たす：

m1Z ⊃ m2Z ⊃ · · · ⊃ mNZ

12.0.2 証明

Proof. Gの生成系 {g1, · · · , gN}で構成要素の個数が最小なものの個数N に関する帰納法を用いる。

N = 1のとき。これはGが巡回群ということ。この場合はすでに示している。

N − 1までは命題が示されたと仮定する。（つまり、N − 1個以下の要素から生成されるアーベル
群は定理で与えらえた形のものと同型である、と仮定する。）
あるGの生成系 g := {g1, · · · , gN}をとってきて、補題 12.5の全射群準同型写像 fg : ZN → Gを

作る。
もし、Ker fg = 0ならである生成系 gが存在すれば、fgは同型写像となり、証明は終わる。
なので、以下ではどんな生成系 gにたいしてもKer fg ̸= 0と仮定する。
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正の整数 ngをKer fgの要素の成分として現れる最小の正整数として定義する。

ng = min{m > 0 | ∃i = 1, · · · , N s.t. (n1, · · · , ni−1, n, ni+1, · · · , nN)
t ∈ Ker f for some n1, · · · , nN ∈ Z}

GをN 個の要素から構成されるGの生成系（に順序を与えたもの）の集合とする。そして

nmin := min{ng | g ∈ G}

と定める。以下、g := {g1, · · · , gN}を n = ngを満たすGの生成系とする。さらに ngの定義に現れ
た iが 1と異なる場合は、生成系の順序を入れ替えることで i = 1としてよい。
以下、n1 := nminとあらわす。なので整数の組 n2, · · · , nN ∈ Zが存在して、

(12-5) n1g1 + n2g2 + · · ·+ nNgN = 0

がなりたつ。

主張 12.8. (1) n2, · · · , nN は n1の倍数である。

(2) 任意の要素 m⃗ = (m1, · · · ,mN)
t ∈ Ker fgの第 1成分m1は n1の倍数である。

Proof. (1) n1 = 1の場合は明らか。n1 ≥ 2とする。
ある i = 2, · · · , N で niが n1の倍数ではないものが存在したとする。ni = qn1 + rを満たす整数

qと r = {1, · · · , n1 − 1}が存在する。すると部分集合 {g1 + qgi, g2, · · · , gN} ⊂ GはGの生成系であ
り、等式

n1(g1 + qg1) + n2g2 + · · ·+ ni−1gi−1 + rgi + ni+1gi+1 + · · ·nNgN = 0

を満たす。これは nminの定義に反する。

(2) n1 ≥ 2としてよい。m1 が n1 の倍数でないとする。m1 = qn1 + rを満たす q ∈ Zと r ∈
{1, · · · , n1 − 1}が存在する。m⃗は fgの核に属するので等式

(12-6) m1g1 +m2g2 + · · ·+mNgN = 0

を満たす。等式 (12-5)を用いて、g1, · · · , gN の関係式で g1の係数が rのものを作ることが出来るの
で n1 = nminの定義に矛盾する。

i = 2, · · · , N にたいして qi := ni/n1とおく。さらに

g′1 := g1 + q2g2 + · · ·+ qNgN , g′ := {g′1, g2, · · · , gN}, g′′ := {g2, · · · , gN}

とおく。等式 (12-5)は
n1g

′
1 = 0

とあらわされる。

主張 12.9. (1) k⃗ ∈ ZN が

(12-7) k1g
′
1 + k2g2 + · · ·+ kNgN = 0

を満たしたと仮定する（つまり、k⃗ ∈ Ker fg′）。すると、k1は n1の倍数であり、さらに、

k1g1 = 0, k2g2 + · · ·+ kNgN = 0

がなりたつ。

とくに n1g1 = 0がなりたつ。
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(2) n1 ≥ 2.

Proof. (1) 等式 (12-7)を g1を使って表し、補題 12.8(2)を適用することで k1は n1の倍数であること
が分かる。n1g

′
1 = 0であったから、k1g′1 = 0を得る。

(2) n1 = 0ならば 0 = n1g1 = g1となり生成系の構成要素の仮定に矛盾する。

G′ := ⟨g2, · · · , gN⟩とおく。これはN − 1個の要素で生成される（有限生成）アーベル群である。
群G′の生成系と {g′1}の合併集合はGの生成系である。もしもG′がN − 2個以下の要素で構成

される生成系をもてば、Nの定義に矛盾するので、G′の極小な生成系の構成要素はN − 1個である。
帰納法の仮定からG′は生成系 {g′2, · · · , g′N}で次の性質を持つものが存在する。
あるm2, · · · ,mN ∈ Z≥2 ⊔ {0}が存在して次が成り立つ：

(i)
m2Z ⊃ · · · ⊃ mNZ

(ii) N − 1次の整数ベクトル k⃗ = (ki) ∈ ZN−1が

k2g
′
2 + · · ·+ kN−1g

′
N−1 = 0

を満たすための必要十分条件は

k2 ∈ m2Z, · · · kN−1 ∈ mN−1Z

である。

主張 12.9より、部分集合 {g′1, g′2, · · · , g′N}は上と同様な性質をもつGの生成系なので、これでG
は同型

G ∼= Z/n1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mNZ

を持つことが示された。さらに主張 12.8をこの生成系に適用すれば

m1Z ⊃ m2Z ⊃ · · · ⊃ mNZ

をえる。

注意 12.10. この証明をそのまま一般化して “単項イデアル整域上Rの有限生成加群の構造定理”が
得られる。整数環 Z上の加群はアーベル群に他ならず、R = Zの場合が上で与えた定理である。そ
れを体上の一変数多項式環R = K[X]に適用すると Jordan標準形の存在証明が得られる。
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13 作用（群の集合への左作用）

13.1 作用

定義 13.1. 群Gの集合Xへの（左）作用 λ : G↷ Xとは、群準同型

λ : G→ Autset(X).

の別名である。

作用（=群準同型）λによる g ∈ Gの像を

λg := λ(g) ∈ AutSet(X)

とあらわす。

さらに、場合によっては全単射 λg : X → Xによる x ∈ Xの像を

gx := g · x := g ·λ x := λg(x) ∈ X

とあらわす。

次がなりたつ：

(gh) · x = g · (h · x) (∀g, h ∈ G, x ∈ X)

e · x = x (∀x ∈ X)

自然にあらわれる作用はいろいろあります。

例 13.2. (1) GL(n;R) ↷ Rn

(2) Sn ↷ {1, 2, · · · , n}.

補題 13.3. Gを群、Xを集合とする。

作用 λ : G↷ Xを与えることは、写像

λ : G→ HomSet(X,X), g 7→ λg

で次を満たすものを与えることと同値：

(1) λgh = λgλh.

(2) λe = idX

定義 13.4. 作用 λ : G↷ Xを考える。

(1) 要素 x ∈ Xの安定化部分群 stabx < Gをいかで定める：

stabx := {g ∈ G | gx = x}.

(2) 要素 x ∈ XのG軌道Gxを次で定める：

Gx := {gx | g ∈ G}
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(3) 集合Xの作用 λ : G↷ Xによる商集合G\Xを次で定める：

G\X := {Gx | x ∈ X} ⊂ P(X)

(4) Gxに対応するG\Xの要素を [x]または xであらわす。

(5) 以下で定義される写像 π : X → G\Xを商写像とよぶ：

π : X → G\X, x 7→ [x]

(6) 部分集合R ⊂ Xは次をみたすとき作用 λ : G↷ Xに関する完全代表系と呼ばれる：

任意の x ∈ Xにたいしてある r ∈ Rが一意的に存在してGx = Grを満たす。

13.1.1 軌道分解

左剰余のところで見たような性質がなりたちます。
補題 13.5. 作用 λ : G↷ Xを考える。
要素 x, y ∈ Gにたいして次の命題は同値：

(1) Gx = Gy

(2) Gx ∩Gy ̸= ϕ

(3) x ∈ Gy

(4) y ∈ Gx

定理 13.6 (軌道分解). 作用 λ : G↷ Xを考える。この作用の完全代表系R ⊂ Xをとってくる。

すると、次の非交和分解がなりたつ：

X =
⊔
x∈R

Gx

系 13.7. 上の定理の状況で次がなりたつ：

#X =
∑
x∈R

#Gx

注意 13.8. 左剰余類の場合とは異なり、x ∈ RごとにGxの要素の個数は異なるかも知れない。
なので、上の系の式はこれ以上はまとめられない。

13.1.2 軌道を商集合として表示する。

定理 13.9. 作用 λ : G↷ Xを考える。

要素 x ∈ Xから定まる写像

λx : G→ Gx, g 7→ gx

は全単射

G/ stabx ∼= Gx, [g]stabx 7→ gx

を誘導する。

系 13.10. 作用 λ : G↷ Xと要素 x ∈ Xにたいして、次がなりたつ：

(#Gx)(# stab x) = #G.
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13.2 例

例 13.11. 次の作用を考える：

λ : R>0 ↷ Rn+1, r · x（スカラー倍）.

(1) x ̸= 0の場合。軌道R>0xは xを通り原点に伸びる半直線。安定化部分群は stabx = {1}.

(2) 軌道R>00は原点のみからなる集合。安定化部分群は stab 0 = R>0.

(3) n次元球面 Sn := {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}と原点の合併集合R = Sn+1 ⊔ {0}が完全代表系の一例。

例 13.12. 次の作用を考える：

λ : R>0 ↷ Rn+1 \ {0}, r · x（スカラー倍）.

(1) x ̸= 0の場合。軌道R>0xは xを通り原点に伸びる半直線。安定化部分群は stabx = {1}.

(2) n次元球面 Sn := {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}が完全代表系の一例。

(3) 商集合R>0\(Rn+1 \ {0})は商写像を通じて n次元球面 Snと同一視できる。

例 13.13. 次の作用を考える：

λ : R× ↷ Rn+1 \ {0}, r · x（スカラー倍）.

(1) 軌道R×xは xと原点を通る直線から原点を抜いたもの。安定化部分群は stabx = {1}.

(2) 商集合R×\(Rn+1 \ {0})はRn+1の 1次元部分空間を集めたものと見做せ n次元射影空間と呼ば
れ Pn(R)と書かれる。

(3) 完全代表系の一例は次のようなもの：

R =
n⊔

i=1

Ri

ただし R1 := {x ∈ Sn | x1 > 0}, Ri := {x ∈ Sn | x1 = · · · = xi−1 = 0, xi > 0} (i = 2, · · · , n)
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13.2.1

例 13.14. n ≥ 1を自然数、Xを集合とする。n個のXの直積

Xn = X ×X × · · · ×X

に n次対称群 Snを次のように作用させる：

(13-8) σ(x1, x2, · · · , xn) := (xσ−1(1), xσ−1(2), · · · , xσ−1(n)).

(1) 商集合 Sn\XnはXの対称積と呼ばれる。

(2) x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Xnの安定化部分群 stabxは

(i) すべての成分が等しい場合、つまり x1 = x2 = · · · = xnの場合は、stabx = Snである。

(ii) すべての成分が互いに相異なる場合、つまり xi ̸= xj (i ̸= j)の場合は、stabx = {e}で
ある。

(iii) 一般的な場合は考えてみよう。

練習問題 13.15. 定義 (13-8)が作用を定めることを示せ。

13.2.2 （左）正則作用

例 13.16. Gを群とする。群Gの集合Gへの作用 λ : G↷ Gを以下で定義する：

g · x := gx (∀g ∈ G, x ∈ G).

これを（左）正則作用とよぶ。

(1) 任意の x ∈ Gにたいして
stabx = {e}, Gx = G

(2) G\G = {[e]}.

13.3 作用の性質

定義 13.17. (1) 作用 λ : G ↷ X が推移的とは、任意の (x, y) ∈ X にたいしてある g ∈ Gが存在し
て gx = yが成り立つことと定める。

(2) 作用 λ : G↷ Xが自由とは g ∈ Gがある x ∈ Xにたいして gx = xをみたせば g = eが成り立つ
ことと定める。

(3) 作用 λ : G↷ Xが効果的とは g ∈ Gが任意の x ∈ Xにたいして gx = xをみたせば g = eが成り
立つことと定める。

補題 13.18. 作用 λ : G ↷ X が効果的であるための必要十分条件は対応する群準同型写像 λ : G →
AutSet(X)が単射であることである。
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Proof. 必要性：作用 λ : G↷ Xが効果的であると仮定する。
要素 g ∈ Kerλをとってくる。つまり、これは λg = idXを満たすGの要素をとってくるというこ

と。すると、g · x = x (∀x ∈ X)が次のように導出できる：

g · x = λg(x) = idX(x) = x.

いま、作用が効果的と仮定しているので g = eを結論する。
ゆえに、群準同型写像 λは単射である。

補題 13.19. 作用 λ : G↷ Xが自由であるための必要十分条件は任意の要素 x ∈ Xにたいして

#stab x = 1

がなりたつことである。

作用の基本的な性質を思い出しましょう：

X =
⊔

Gx, Gx ∼= G/ stabx.

上の補題から次が従います。

系 13.20. 有限集合Xに群Gが作用しているとする：λ : G ↷ X. 作用が自由であればGは有限群
であり、この作用の完全代表系をRとすると

#X = #R×#G

がなりたつ。

13.3.1

補題 13.21. Gを群とする。左正則作用 λ : G↷ Gは自由である、とくに効果的である。

この補題から、任意の有限群は対称群の部分群として実現されることがわかる。

定理 13.22 (Cayleyの定理). 有限群Gにたいして、単射準同型写像 f : G→ S|G|が存在する。

Proof. 同型AutSet(G) ∼= AutSet({1, 2, · · · , |G|})と左正則作用に対応する単射群準同型写像 λ : G →
AutSet(G)を合成すればいい。

13.4 右作用

13.4.1 群の集合への右作用

右作用という概念もあり、左作用と同様に軌道、安定化部分群等が定義でき、同様の命題が成り立ち
ます。

定義 13.23. Gを群、Xを集合とする。

右作用 ρ : X ↶ Gとは部分集合

{ρg | g ∈ G} ⊂ HomSet(X,X)

で次を満たすものをいう

71



(1) ρgh = ρh ◦ ρg.

(2) ρe = idX

右作用 ρ : X ↶ Gが与えられたときに

xg = x · g := ρg(x)

とかあらわすことにすると、上の条件 (1)(2)はそれぞれ次の様になる：

x · (gh) = (x · g) · h, x · e = x (∀x ∈ X)

軌道は xG,安定化部分群は stabxとあらわし、商集合はX/Gとあらわします。

注意 13.24. これらに関して左作用の場合と同様の命題が成り立ちます。
証明は直接行ってもいいし、または、反群を用いることで左作用に帰着することでも行えます。

例 13.25. 群Gとその部分群H < Gを考える。
群Hの集合Gへの右作用を次で定義する：

ρ : G↶ H, ρh(g) := gh.

(1) g ∈ Gの軌道は左剰余類 gHに他ならない。

(2) 商集合G/HはHの左剰余類による商集合と一致する。
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13.5 練習問題

練習問題 13.26. 作用 λ : G↷ Xを考える。

(1) stab(gx) = g(stabx)g−1.

(2) 要素 x ∈ Xにたいして

λx : G→ X, λx(g) := gx (∀g ∈ G, x ∈ X)

と定める。次がなりたつ：

stabx = (λx)−1(x), Gx = Imλx.

(3) 部分集合 R ⊂ X が λ : G ↷ X に関する完全代表系であるための必要十分条件は制限写像
π|R : R → G\Xが全単射であることである。

(4) 二点x, y ∈ Xは軌道が一致する（つまり、Gx = Gyをみたす）ならば安定化部分群 stabx, stab y
の間には全単射が存在する。

(5) ker[λ : G→ Autset(X)] =
∩

x∈X stabx

練習問題 13.27. (1) 自由な作用は効果的である。

(2) 作用 λ : G↷ Xにたいして次は同値：

(i) λは推移的。

(ii) ある x ∈ Xが存在してGx = Xがなりたつ。

(iii) 任意の x ∈ XにたいしてGx = Xが成り立つ。

(3) 作用が自由であるための必要十分条件は次が成り立つことである：

stabx = {e} (∀x ∈ X)

(4) 作用が効果的であるための必要十分条件は次が成り立つことである：

kerλ = e.
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14 随伴作用、共役な元、類等式

定義 14.1. 群Gを考える。

(1) 要素 g ∈ Gから随伴写像 adg : G→ Gを以下で定めると、これは群同型写像である：

adg(x) := gxg−1 (∀x ∈ G).

写像 adgを内部自己群同型写像とよぶこともある。

(2) 各要素 g ∈ Gにたいして自己群同型写像 adg ∈ AutGp(G)が定義された。これは、つまり、写像

ad : G→ Autgp(G), g 7→ adg

が定義されるということである。

(3) これによって定まる作用 ad : G↷ Gを随伴作用とよぶ。

(4) 要素 x ∈ Gの随伴作用による軌道をC(x)とあらわし、共役類とよぶ：

C(x) := {gxg−1 | g ∈ G}.

(5) 二つの要素 x, y ∈ Gが共役とは、ある g ∈ Gが存在して

gxg−1 = y

を満たすことをいう。

もちろん、これは随伴作用による軌道が一致する、つまり、等式C(x) = C(y)が成り立つ、とい
うことと同値。

(6) 要素 x ∈ Gと可換な要素 g ∈ Gの集合をZG(x)とあらわす：

ZG(x) := {g ∈ G | gx = xg}

補題 14.2. 随伴作用 ad : G↷ Gを考える。

(1) ker ad = Z(G)

(2) x ∈ Xにたいして次がなりたつ：　

stabx = ZG(x).

(3) x ∈ Xにたいして定まる次の写像は well-defined であり全単射である：

G/ZG(x)
1:1−−−→ C(x), [g] 7→ gxg−1

(4) 要素 x ∈ Gにたいして次は同値：

(a) xは中心Z(G)に属する。

(b) #C(x) = 1.

(c) ZG(x) = G.
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定理 14.3. 有限群Gにたいして次が成り立つ：

(1) 任意の要素 x ∈ Gにたいして次がなりたつ：

#C(x)×#ZG(x) = #G

(2) Rを共役類の完全代表系とする。
#G =

∑
x∈R

#C(x)

この等式を類等式とよぶ。

補題 14.4. 類等式にたいして次がなりたつ：

(1) 右辺の和の各項はGの位数#Gの約数である。

(2) 右辺の和の項には少なくとも一つは 1が現れる。

(3) 右辺の和に現れる 1の個数は群Gの位数#Gの約数である。

Proof. (1) 上の定理 14.3(1)より従う。

(2) #C(e) = 1.

(3) #C(x) = 1 ⇔ x ∈ Z(G)だったので、右辺の和に現れる 1の個数は中心 Z(G)の位数であ
る。

14.1 応用

定義 14.5. pを素数とする。位数が pのべきである非自明な有限群を p群とよぶ。

補題 14.6. p群Gは非自明な中心をもつ。
つまり、#Z(G) ≥ 1.

Proof. 群Gの位数を pnとする。
類等式の性質

#G =
∑

#C(x), #C(e) = 1, #C(x)|pn

から、要素 x ∈ G \ {e}で#C(x) = 1を満たすものが存在しなければいけないことがわかる。

位数が素数 pの有限群は巡回群で、特に可換群でした。位数が p2の群も可換と示すことができ
ます。

命題 14.7. pを素数とする。位数が p2の群Gは可換である。

Proof. 背理法を用いる。
中心が全体に一致しない、つまり、Z(G) ̸= Gと仮定する。すると、補題より#Z(G) = pである。

要素 x ∈ G \ Z(G)をとってくる。
すると、Z(G) ⊂ ZG(x)であり x ∈ ZG(x)である。
よって、ZG(x) ⊋ Z(G)である。とくに、不等式#ZG(x) > pが成り立つ。一方、次が成り立つ：

#ZG(x)|#G = p2

ゆえにZG(x) = Gでなければならない。
しかし、この等号は x ∈ Z(G)を意味するので矛盾。
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15 共役な部分群と正規化部分群

部分群Hと要素 g ∈ Gにたいして定まる部分集合 gHg−1はGの部分群です。

定義 15.1. 群Gの部分群H,Kが共役とは、ある要素 g ∈ Gが存在して

K = gHg−1

がなりたつことをいう。

定義 15.2. 群Gを考える。部分群Hの正規化部分群NG(H)を以下で定める：

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.

命題 15.3. 群Gを考える。部分群H と共役な部分群のなすべき集合 P(G)の部分集合を Cとおく。
すると、対応

ϕ : G/NG(H) → C, [g] 7→ gHg−1

は写像であり、全単射である。

系 15.4. 有限群Gを考える。部分群Hと共役な部分群の個数は以下で与えられる：

#G/#NG(H).

15.1 命題15.3の証明

15.1.1 予備的な考察

群Gの集合Xへの作用 λ : G↷ Xを考えましょう。この作用からべき集合P(X)への作用が誘導さ
れます：
それは作用 λP : G↷ P(X)を

g · U := λg(U) = {g ·λ u | u ∈ U} (∀U ∈ P(X))

と定めればいいのです。

作用 U 7→ g ·λP U は U の要素の個数を保ちますね：

#(g ·λP U) = #U.

自然数m ≥ 0にたいして、Xの部分集合 U で要素の個数がmなものの構成するP(X)の部分集
合をP(X)mとおきましょう：

P(X)m := {U ∈ P(X) | #U = m}.

うえのことから、写像 λPg によるP(X)mの像はP(X)mに一致します。
べき集合への作用 λP : G↷ P(X)はこの部分集合P(X)mに制限できます。この制限された作用

も λP であらわすことにします：
λP : G↷ P(X)m.
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15.1.2 証明

随伴作用 ad : G↷ Gにたいして上の考察を適用すると、作用 adP : G↷ P(G)が得られます。
この作用によるH ∈ P(G)の安定化部分群 stabHは正規化部分群NG(H)と一致します：

stabH = NG(H).

また、軌道G ·adP HはHと共役な部分群の集合 Cと一致します：

G ·adP H = {gHg−1 | g ∈ G} = C.

よって、命題 15.3は軌道と安定化部分群の一般的な関係の特別な場合とわかりました：

G/ stabH
∼−−→ G ·adP H, [g] → g ·adP H.

15.2 ついでに、

15.2.1 予備的な考察

群Gの集合Xへの作用 λ : G↷ Xを考えましょう。
要素 U ∈ P(X)の安定化部分群 stabλP (U)をHとおきましょう：

H := stabλP (U) = {g ∈ G | g · U = U}.

最右辺の記述からh ∈ Hにたいして定まる写像λh : X → XはUを保ちます。制限写像λh|U : U → U
が得られ、これは全単射です。
これによって作用H ↷ U が定まりました。

15.2.2 応用

ここでは、正則作用 λ : G↷ Gから誘導される作用 λP : G↷ P(G)を考えます。

補題 15.5. Gを有限群とする。要素 S ∈ P(G)にたいして次が成り立つ：

#stabλP S|#S.

Proof. 安定化部分群をH := stabλP Sとおきましょう。証明の鍵はHが集合 Sに作用するというこ
とです。

正則作用 λ : G ↷ Gは自由だったので、誘導される作用H ↷ Sも自由です。よって、任意の軌
道Hsの要素の個数はHの要素の個数と一致します：#(Hs) = #H.
軌道分解 S = ⊔s∈RHsより主張が得られます。
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16 シロー（Sylow）の定理

この節ではGは有限群を表す。

16.1 シローの定理

16.1.1 pシロー部分群

定義 16.1. pを素数とする。有限群Gの位数は

#G = n = pam (mは pと互いに素)

とあらわせるとする。

位数が paである部分群HをGの pシロー部分群とよぶ。

#H = pa.

定義しただけでは pシロー部分群が存在するかさえ定かではありません。シローの定理はその存
在を保証するのみならず、それらがすべて互いに共役であることを等を主張します。

16.1.2 シローの定理

定理 16.2. pを素数、Gを有限群とする。
次が成り立つ：

(1) Gは pシロー部分群をもつ。

以下ではHは pシロー部分群をあらわす。

(2) Gの部分群K < Gで p群である（つまり、#K = pbがなりたつ）ものはH の部分群と共役で
ある。

別の言い方をすると、ある g ∈ Gが存在して

gKg−1 ⊂ H

を満たす。

(3) 任意の pシロー部分群は互いに共役である。

(4) pシロー部分群の個数を pで割ったときの余りは 1である：（pシロー部分群Hと共役な部分群の
個数は pで割ったときの余りが 1である）

#G/#NG(H) ≡ 1 (mod p)

16.1.3 証明

ボチボチ証明をしてきましょう。
有限群Gの位数は

#G = n = pam (mは pと互いに素)

とあらわせるとする。
要素の個数が paであるGの部分集合 Sが構成するP(G)の部分集合をX = P(G)paとおきます：

X := P(G)pa = {S ∈ P(G) | #S = pa}.
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補題 16.3. #Xは pと互いに素である。

Proof. Xの要素の個数は

#X =

(
n

pa

)
=

pa−1∏
k=0

n− k

pa − k

ですね。
この積の各因子を調べます。k (0 ≤ k ≤ pa − 1)を k = pblただし lは pと互いに素、とあらわし

ます。すると、対応する因子は
n− k

pa − k
=
pa−bm− l

pa−b − l
,

となります。ポイントは分子 pa−bm− lが pと互いに素である、ということです。
問題の#Xは分子

∏
pa−bm− lの約数なので、特に、pと互いに素である。

シローの定理の証明. (1) 左正則作用 λ : G↷ Gの誘導する作用 λP : G↷ Xを考えます。完全代表
系Rを選んで軌道分解から得られる等式を見ます：

#X =
∑
S∈R

#(G ·λP S).

補題 16.3から#(G ·λP S)が pと互いに素である S ∈ Xが存在します。
状況をまとめると、次のようになります：

#(G ·λP S)×#stabS = #G = pam

#stabS|#S = pa

これらのことをまとめると Sの作用 λP による安定化部分群H := stabSが pシロー部分群であ
ると結論できます。

(2) p部分群KのGへの左正則作用を考えます。この作用は商集合 Y = G/Hへの作用を誘導し
ます：

λK : K ↷ Y, k ·λY [g] := [kg].

Y の要素の個数#Y = mは pと互いに素なので、(1)の冒頭と同様に軌道分解を考えることで、
軌道の要素の個数#(K ·λY [g])が pと互いに素なものが存在するとわかります。
一方、軌道の要素の個数は作用する群の要素の個数#Kの約数でした。なので、#(K ·λY [g]) = 1

でなければいけません。
このことから、任意の k ∈ Kにたいして kg ∈ gHが成り立つとわかります。つまり、K ⊂ gHg−1

がわかります。

(3)は (2)の帰結です。

(4) pシロー部分群の集合をZとおきます：

Z = {H1 = H,H2, · · · , Hs}.

HはZに随伴作用で作用しますね：

adZ : H ↷ Z, h ·adZ Hi := hHih
−1.

等式#(H ·adZ H) = 1は明らかですね。

主張 16.4. #(H ·adZ Hi) ̸= 1 for all i ≥ 2.
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Proof. 背理法を用います。
ある i ≥ 2にたいして#(H ·adZ Hi) = 1が成り立ったとします。これは hHih

−1 = Hiが任意の
h ∈ Hにたいして成り立つということです。なので、H < NG(Hi)が成り立ちます。.

ポイントはHとHiはNG(Hi)の pシロー部分群であるということです。このことから、(3)によ
り、ある g ∈ NG(Hi)が存在して gHig

−1 = Hを満たすといことがわかります。
しかし、正規化部分群の定義より最後の等式はHi = Hを意味するので、矛盾です。

この主張から、任意の i ≥ 2にたいして軌道の要素の個数#(H ·adZ Hi)は 1ではない#H = paの
約数とわかります。作用 adZ : H ↷ ZによるZの軌道分解を考えることで#Z ≡ 1(mod p)が得られ
ます。

16.2 例

16.2.1 有限巡回群の場合

位数が nの有限巡回群 Z/nZを考えましょう。nを素因数分解します：

n = pa11 p
a2
2 · · · parr .

すると、次の同型が存在します：

Z/nZ ∼= Z/pa11 × Z/pa22 Z× · · · × Z/parr Z.

Z/nZの素数 psに対応する psシロー部分群は、上の同型の右辺でみると s番目の因子で与えられ
るものです。
巡回群は可換群なので任意の部分群は正規であり、特にシロー部分群は一意に定まります。

16.2.2 可換有限群の場合

有限アーベル群の構造定理により、巡回群の場合に帰着できますね。

16.2.3 3次対称群 S3

位数は#S3 = 6 = 2× 3ですね。

• 2シロー部分群を見つけましょう。

位数 2の群は巡回群なので、それを見つけるというのは位数 2の要素を見つけることとほぼ同じで
すね。

なので 2シロー部分群は次のものです：

{e, (1, 2)}, {e, (2, 3)}, {e, (3, 1)}

• 3シロー部分群を見つけましょう。

位数 3の群は巡回群なので、それを見つけるというのは位数 3の要素を見つけることとほぼ同じで
すね。

なので 3シロー部分群は次のものです：

{e, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}.

位数が 3の S3の部分群の指数は 2 = 6/3なので、とくに正規です。よって、3シロー部分群は一つ
しかありません。
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16.2.4 4次交代群A4

位数は#A4 = 12 = 22 × 3ですね。

• 3シロー部分群を見つけましょう。

位数 3の群は巡回群なので、それを見つけるというのは位数 3の要素を見つけることとほぼ同じで
すね。

なので 3シロー部分群は次のものです：

{e, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}, {e, (1, 2, 4), (1, 4, 2)}, {e, (1, 3, 4), (1, 4, 3)}, {e, (2, 3, 4), (3, 2, 4)}.

• 2シロー部分群を見つけましょう。

位数は 4 = 22ですね。

具体例は既に講義に現れています。つぎの様な部分群を扱いました：

K := {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}.

これは位数が 4のA4の部分群なので 2シロー部分群です。

巡回置換の基本的な性質からこの部分群はS4の部分群として正規であると確認できます。なので、
特にA4の部分群としても正規です。ゆえに、A4の 2シロー部分群はKのみとわかりました。

16.2.5 4次対称群 S4

位数は#S4 = 24 = 23 × 3ですね。

• 3シロー部分群を見つけましょう。

位数 3の群は巡回群なので、それを見つけるというのは位数 3の要素を見つけることとほぼ同じで
すね。

なので 3シロー部分群は次のものです：

{e, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}, {e, (1, 2, 4), (1, 4, 2)}, {e, (1, 3, 4), (1, 4, 3)}, {e, (2, 3, 4), (3, 2, 4)}.

• 2シロー部分群を見つけましょう。

位数は 8 = 23なので、直接求めるのは、なかなか、大変です。

なので、上の部分群Kを考えます：

K := {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}.

巡回置換の基本的な性質からこの部分群は S4の部分群として正規であると確認できます。

この部分群Kの位数は 4なのでシローの定理より、2シロー部分群の部分群に共役です。しかし、
正規（gKg−1 = K）なので、Kは任意の 2シロー部分群に含まれるとわかりました。

主張 16.5. 商群S4/KはS3と同型である。さらには、同型写像f : S4/K → S3で (1, 2), (2, 3), (1, 3) ∈
S4の剰余類を (1, 2), (2, 3), (1, 3) ∈ S3に移すものが存在する。
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Proof. 3次対称群S3は自然にS4の部分群とおもえるのでした。（集合 {1, 2, 3}の自己全単射を文字
4を動かさない集合 {1, 2, 3, 4}の自己全単射をとみなすのでした。）そう思ったときにS3∩K = {e}
なので、合成写像

S3 → S4
π−−→ S4/K

は単射です。さらに、位数を計算すると#S4/K = (#S4)/(#K) = 24/4 = 6なので、この写像は
全射とわかり、主張が示せます。

Kを含む部分群Hと S4/Kの部分群 Lは一対一に対応するのでした。対応を復習すると

L 7→ π−1(L)

でした。また#L = #π−1(L)/#Kなので、

#π−1(L) = #K ×#L

が成り立ちます。

なので S4の 2シロー部分群を求める問題は、S3の位数 2の部分群を求める問題に帰着されます。
そして、それは上で解決していました。

それを用いると、S4の 2シロー部分群は以下の三つとわかります：

⟨K, (1, 2)⟩, ⟨K, (2, 3)⟩, ⟨K, (1, 3)⟩.
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17 半直積群

17.1 半直積群の定義と基本性質

二つの群G,Hから直積群G×Hを構成することができました。これ以外にも、二つの群から新たな
群を構成する方法があります。

定義 17.1. G,Hを群、ϕ : G→ AutGpHを群準同型写像とする。
この状況で、半直積群H ⋊G = H ⋊ϕ Gを以下で定義する：

• 下部集合は直積集合H ×G.

• 積は以下で定義する：
(17-9) (h1, g1)(h2, g2) := (h1ϕg1(h2), g1g2) (∀h1, h2 ∈ H, g1, g2 ∈ G).

練習問題 17.2. （レポート問題　１月２６日講義開始時提出　A4片面、左上ホッチキス、表紙不要）
以下を確認し、上の定義により群H ⋊Gが定義されることを確かめよう。

(1) 積 (17-9)は結合法則をみたす。

(2) 積 (17-9)の単位元は (eH , eG)である。

(3) 積 (17-9)に関する要素 (h, g) ∈ H ×Gの逆元は次で与えられる：

(h, g)−1 = (ϕg−1(h−1), g−1).

(4) 写像
j : G→ H ⋊ϕ G, g 7→ (eH , g)

は単射群準同型写像である。

(5) 写像
i : H → H ⋊ϕ G, h 7→ (h, eG)

は単射群準同型写像である。

さらに、像 Im iはH ⋊ϕ Gの正規部分群である。

• i, jの像と定義域を同一視することでH,Gの下部集合をH ⋊ϕGの下部集合の部分集合とみなし
ます：

G = {(eH , g) | g ∈ G}, H = {(h, eG) | h ∈ H}.

上の問題から、この同一視の下で、GはH ⋊ϕ Gの部分群であり、HはH ⋊ϕ Gの正規部分群で
あるとわかります。

以下、この同一視を継続します。

(6) 次の等式が成り立ちます：
(e, g)(h, e)(e, g)−1 = (ϕg(h), e).

上の同一視のもとでは、この等式は次の様になります：

ghg−1 = ϕg(h).

つまり、半直積群H ⋊ϕ Gの中での部分群Gの正規部分群Hへの随伴作用として、最初に選ん
できている群準同型写像 ϕ : G→ AutGp(H)が得られるのです。

(7)
HG = H ⋊ϕ G, H ∩G = {e}.

(8) ϕが自明な群準同型写像ならH ⋊ϕ G = H ×G.
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17.1.1 基本的な性質

さて、直積集合H ×GからH,Gに成分を落とすことができ射影と呼ばれました。次は、射影を調べ
ましょう：

補題 17.3. (1) 写像
q : H ⋊ϕ G→ G, (h, g) 7→ g

は全射群準同型写像である。

(2) Ker q = H.

(3) 群準同型写像 q : H ⋊ϕ G→ Gは群同型写像

q : (H ⋊ϕ G)/H
∼=−−→ G

を誘導する。

(4) q ◦ j = idG.

(5) （注意：一般には、写像
p : H ⋊ϕ G→ H, (h, g) 7→ h

は群準同型写像ではない。特殊な設定では群準同型写像になることもある。）

練習問題 17.4. ϕ : G→ AutgpHが自明な場合はH ⋊ϕ Gは直積群である。

17.2 例：アフィン変換のなす群

自然な作用 ν : GLn(R) ↷ Rnに対応する群準同型写像はRnの群自己同型のなす群に値をもつので、
群準同型写像

ν : GLn(R) → AutGp(Rn)

をえる。
この群準同型写像による半直積群Rn⋊nuGLn(R)をRnのアフィン変換群と呼びAff(n;R)とかあ

らわす：
Aff(n;R) := Rn ⋊ν GLn(R).

要素 (v, A) ∈ Aff(n;R)はRnに次のように作用します：

(v, A) · x := Ax+ v (∀x ∈ Rn).

正則行列Aによる線形変換のあとでベクトル vに拠る平行移動をしています。
この様な変換のことをアフィン変換と呼びます。

より一般にアフィン写像という概念があり、線形写像と平行移動の合成のことを指します。

17.3 半直積群であると明らかにする方法

群Kが半直積群H ⋊ϕ Gであると判断する方法があります。

命題 17.5. G,Hを群とする。
群Kにたいして次は同値：
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(1) ある群準同型写像 ϕ : G→ AutGp(H)が存在してKは半直積群H ⋊ϕ Gと同型である：

K ∼= H ⋊ϕ G.

(2) 群準同型写像
j : G→ K, q : K → G

が存在して、次を満たす：

(a) q ◦ j = idG.

(b) Ker q ∼= H.

(3) KはGと同型な部分群G′とHと同型な正規部分群H ′を持ち、これらは次を満たす：

(a) H ′G′ = K.

(b) H ′ ∩G′ = {e}.

Proof. (1) ⇒ (2) は既に示した。

(2) ⇒ (3). G′ = Im j, H ′ := Ker qと置けばよい。

(3) ⇒ (1) H ′はKの正規部分群なので、随伴作用を定める群準同型写像 ad : K → AutGp(H
′)が

あるが、定義域をG′に制限することで群準同型写像 ϕ′ : G′ → AutGp(H
′)が得られる。つまり、

ϕ′
g(h) := ghg−1

写像
f : H ′ ⋊ϕ′ G′ → K, (h, g) 7→ hg

と定義する。

主張 17.6. この写像 f は群同型写像である。

Proof. f が群準同型写像であること：
x1 = (h1, g1), x2 = (h2, g2) ∈ H ′ ⋊ϕ′ G′をとってくる。
（f(x1x2) = f(x1)f(x2)を示す。）
まず、

x1x2 = (h1, g1)(h2, g2) = (h1ϕg1(h2), g1g2) = (h1g1h2g
−1
1 , g1g2).

なので、
f(x1x2) = (h1g1h2g

−1
1 )(g1g2) = h1g1h2g2 = f(x1)f(x2).

f が全射であること。
f の定義より Im f = H ′G′である。仮定より、Im f = Kとなり、f は全射である。

f が単射であること。
Ker f = {e}を示す。
x = (h, g) ∈ Ker f をとってくる。f の定義より hg = eが成り立つ。この等式に、右から g−1を掛

けて等式 g−1 = hが得られる。
よって、h ∈ H ′ ∩G′とわかり、仮定より h = eである。さらに、上の等式より g = eを得る。
（半直積群の単位元は (eH′ , eG′)だったので）これで x = eがわかった。

あとは、同型G ∼= G′, H ∼= H ′を使って半直積群H ′ ⋊ϕ′ G′とH ⋊ϕ Gの同型を構成すればよい。
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17.4 例

17.4.1 対称群

例 17.7. 2次巡回群C2 = ⟨g⟩を {±1}と同一視する。すると群準同型 sgn : Sn → C2が得られる。
核が交代群なのであった ker sgn = An.
一方、s1の位数は 2なので群準同型 ρ : C2 → Sn, ρ(g) := s1が存在する。
等式 sgn ◦ ρ = idC2がなりたつ。
よって、Sn

∼= An ⋊ C2である。

注意 17.8. この同型は位数 2の要素の選び方に依存している。

17.4.2 二面体群

二面体群の導入の仕方はいろいろありますが、ここでは巡回群から半直積により構成します。

例 17.9. 自然数 n ≥ 2を選ぶ。
n次巡回群 Z/nZの自己群同型写像

σ : Z/nZ → Z/nZ, σ([a]Z/nZ) = [−a]Z/nZ

を考える。
これは

σ ◦ σ = idZ/nZ

を満たす。
n = 2の場合、σ = idである。n ≥ 3の場合は σ ̸= idである。
つまり、自己群同型群AutGp(Z/nZ)の要素として σの位数は次のようになる：

ordAut(Z/nZ) σ =

{
1 (n = 2)

2 (n ≥ 3)
.

この観察から、群準同型写像

ϕ : Z/2Z → Autgp(Z/nZ), 1 → σ

が得られる。
半直積群 Z/nZ ⋊ϕ Z/2Zのことを n次二面体群とよびDnとあらわす：

Dn = Z/nZ ⋊ϕ Z/2Z.

二つの要素
r := ([1]Z/nZ, 0), s := (0, [1]Z/2Z) ∈ Dn

がDnの生成元である。これらは関係式

rn = eDn , s
2 = eDn , srs

−1 = r−1

を満たす。
最後の式の導出：

srs−1 = (σ([1]Z/nZ), 0) = ([−1]Z/nZ, 0) = r−1.

二面体群を平面の変換群として実現することが出来ます。そして、その方が普通の定義です。
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練習問題 17.10. 実数 θにたいして行列R(θ), S(θ)を次で定める：

R(θ) :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, S(θ) :=

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
.

自然数 n ≥ 1にたいして以下でGL(2;R)の部分集合C ′
n, D

′
nを定義する。

C ′
n :=

{
R

(
2kπ

n

)∣∣∣∣ k ∈ Z
}
.

D′
n :=

{
R

(
2kπ

n

)
, S

(
2kπ

n

)∣∣∣∣ k ∈ Z
}
.

(i) C ′
nは n次巡回群であることを示せ。

(ii) D′
nは n次二面体群と同型であることを示せ。

練習問題 17.11. 3次二面体群は 3次対称群と同型である：

D3
∼= S3.

18 位数 6の群の分類

命題 18.1. 位数 6の群Gは次のいずれかに同型である：

Z/6Z, S3.

Proof. HをGの 2シロー部分群、KをGの 3シロー部分群とする。
次のことは簡単に分かる：

H ∩K = {e}, KH = G.

主張 18.2. Kは正規部分群である。
よって、Gはある群準同型写像 ϕ : H → AutGp(K)による半直積群K ⋊ϕ Hに同型である。

G ∼= K ⋊ϕ H.

Proof. （Kの指数 [G : K] = 2から従うことですが、ここでは別の証明を与えます。）
正規性をいう方法の一つは正規化部分群NG(K)が全体に一致することを示すことでした。包含

関係K < NG(K) < Gから、
3 = #K | #NG(K) | #G = 6

が従います。なので、#NG(K) = 3 or 6です。一方、シローの定理より、3シロー部分群の個数は 3
で割ると 1余るのでした：

#G/#NG(K) ≡ 1 (mod 3).

これが成り立つためには#NG(K) = 6でなければいけません。
よって、NG(K) = Gが示せて、主張の証明が完了しました。

Kは位数 3の群なので巡回群です。同型K ∼= Z/3Zを通じて

AutGp(K) = {e, σ}

がわかります。ここで σは [a]Z/3Z 7→ [−a]Z/3Zに対応するKの群自己同型としています。
（自己同型群AutGp(K)は 2次の巡回群なのです。）

87



Hは位数 2の群なので、2次の巡回群です。生成系を hとしましょう。

H = {e, h}.

半直積群K ⋊ϕ H を分類するには群準同型写像 ϕ : H → AutGp(K)を分類すればいいのですが、
今の場合は、値域定義域ともに 2次の巡回群なので話はとても簡単です：
つまり、群準同型写像

ϕ : Z/2Z → Z/2Z

をすべて見つけましょう、ということになります。これは生成元 [1]Z/2Zの像ϕ([1]Z/2Z)ですべて決まっ
てしまいます。結果をいうと二つしかありません。
それを元の問題にもどすと、次をえます：

HomGp(H,AutGp(K)) = {ϕ0, ϕ1}.

ただし、

(0) ϕ0は自明な群準同型写像

(1) ϕ1は hを σに移す群準同型写像

それぞれに対応する半直積群K ⋊ϕi
Hは

(0) 自明な群準同型に対応する半直積群は直積群だったので、

K ⋊ϕ0 H
∼= K ×H ∼= Z/3Z× Z/2Z ∼= Z/6Z

である。

(1) これは S3の半直積群としての表示に現れたものと同型K ∼= A3, H ∼= C2で一致するので、群
準同型 ϕ1による半直積群K ⋊ϕ1 Hは 3次対称群と同型である：

K ⋊ϕ1 H
∼= S3.
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19 単純群

19.1 単純群

定義 19.1. 非自明な正規部分群をもたない群を単純群とよぶ。

つまり、群Gが単純とは正規部分群H ◁ GがH = {e}またはH = Gに限る群と定義する。

命題 19.2. 群Gが単純であるための必要十分条件は次がなりたつことである：

群準同型写像 f : G→ Hは単射であるか、あるいは自明なものである。

さきに行った部分群の分類から次が容易に従います。

命題 19.3. 巡回群が単純であるための必要十分条件は位数が素数あるいは 1であることである。

次はGalois理論において重要な意味を持つ結果です。

定理 19.4. n ≥ 5にたいして n次交代群Anは単純である。

注意 19.5. (1) A1 = {e}は単純群。

(2) A2 = {e}は単純群。

(3) A3は 3次巡回群であり、よって特に単純群。

(4) A4は単純群ではない。

20 交換子、交換子部分群

定義 20.1. 群Gの要素 g, h ∈ Gにたいして

[g, h] := ghg−1h−1

と定め、g, hの交換子と呼ぶ。

次の補題は直接計算で容易に確かめられる。

補題 20.2. 群Gの要素 g, h, k ∈ Gにたいして次がなりたつ：

(1) k[g, h]k−1 = [kgk−1, khk−1].

(2) [g, h]−1 = [h, g]

(3) [g, h] = e ⇔ gh = hg.

（雰囲気：このことから [g, h]は gと hが非可換な度合いを測ってるようにも見える。）

(4) 群準同型写像 f : G→ Hにたいして次がなりたつ：

f([g, h]) = [f(g), f(h)]

後半二つの主張から次が導かれますね。
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系 20.3. 群準同型写像 f : G→ Aの値域Aは可換群とする。このとき、任意の g, h ∈ Gにたいして

f([g, h]) = e

がなりたつ。

定義 20.4. Gを群とする。

(1) 部分群H,K < Gにたいして部分群 [H,K]を以下で定義する：

[H,K] := ⟨{[h, k] | h ∈ H, k ∈ K}⟩

(2) [G,G]をGの交換子部分群とよぶ。

補題 20.5. (1) 交換子部分群 [G,G]は正規である。

(2) 商群G/[G,G]は可換群である。

(3) 群準同型写像 f : G→ Aで値域Aが可換群であるものにたいしては [G,G] ⊂ Ker f がなりたつ。

よって、群準同型写像 f̃ : G/[G,G] → Aが一意的に存在して f = f̃ ◦ π を満たす。ただし、
π : G→ G/[G,G]は商写像を表す。

練習問題 20.6. 群Gにたいして次が成り立つ：

(1) 可換群Aにたいして商写像 π : G→ G/[G,G]が誘導する写像

Homgp(G/[G,G], A) → Homgp(G,A), f 7→ f ◦ π

は全単射である。

(2) 次が成り立つ：
[G,G] =

∩
ϕ:G→A

kerϕ

ただし、共通部分は任意の可換群Aへの任意の群準同型写像 f : G→ Aに渡ってとっている。

定義 20.7. Gを群とする。n ≥ 0にたいして帰納的にDn(G)を以下で定義し、これを第 n次交換子
部分群とよぶ：

D0(G) := G, Dn(G) = [Dn−1(G), Dn−1(G)]

定義より、部分群の減少列ができている：

· · · < Dn+1(G) < Dn(G) < · · · < D1(G) < D0(G) = G.

これをGの交換子列とよぶ。それぞれの部分群は先行するものの正規部分群であることに注意して
おく：

Dn+1(G) ◁ Dn(G).

定義 20.8. 群Gが可解とはある自然数 nが存在してDn(G) = {e}を満たすことをいう。

例 20.9. 群Gが可換であるための必要十分条件はD1(G) = {e}である。
よって、特に可換群は可解である。
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命題 20.10. 群Gにたいして次の命題は同値：

(1) Gは可解群。

(2) Gは次の条件をみたす部分群の有限な減少列をもつ：

{e} = Gn < Gn−1 < · · · < G1 < G0 = G

各GiがGi−1の正規部分群であり商群Gi−1/Giが可換群である。

Proof. (1) ⇒ (2) は明らか。

(2) ⇒ (1).
各 iにたいしてGi−1/Giは可換群なので

[Gi−1, Gi−1] < Gi

が成り立つ。
とくにG0 = GなのでD1(G) < G1である。いか下で示すように帰納的にDi(G) < Giをえる：

Di(G) = [Di−1(G).Di−1(G)] < [Gi−1.Gi−1] < Gi

よって特にDn(G) < Gn = {e}であり、Dn(G) = {e}を結論する。

20.0.1 例

例 20.11. N ≥ 2を 2以上の自然数とします。N 次二面体群DN := Z/NZ ⋊ Z/2Zは可換ではない
可解群です。
復習しておくと積は

([m]N , [a]2)([n]N , [b]2) := ([m+ (−1)an]N , [a+ b]2)

と定義されているのでした。逆元は ([m]N , [a]2)
−1 = ([(−1)−a+1m]N , [−a]2) = ([(−1)a+1m]N , [a]2)で

すね。
可換子を計算しましょう。

[([m]N , [a]2), ([n]N , [b]2)] = ([m]N , [a]2)([n]N , [b]2)([m]N , [a]2)
−1([n]N , [b]2)

−1

= ([m]N , [a]2)([n]N , [b]2)([(−1)a+1m]N , [a]2)([(−1)b+1n]N , [b]2)

= ([m+ (−1)an+ (−1)b+1m− n]N , [0]2)

= ([(1− (−1)b)m+ ((−1)a − 1)n]N , [0]2).

この計算から可換子部分群D1(DN) = [DN , DN ]は次のようになることが分かります：

D1(DN) = [DN , DN ] =

{
{([m]N , [0]2) | m ∈ Z} ∼= Z/NZ (N 奇数)

{([m]N , [0]2) | m ∈ 2Z} ∼= Z/(N/2)Z (N 偶数)

N の偶奇により表示式は異なりますが、どちらの場合でも巡回群、とくに可換群です。このこと
から、第二交換子群D2(DN)は単位群になることが分かります：

D2(DN) = {e}.

ゆえにN 次二面体群は可解群と分かりました。

例 20.12. 自然数nと可換環Rにたいして群Gを上半三角行列のなすGLn(R)の部分群として定める。

G := {A = (aij) ∈ GLn(R) | aij = 0 (i > j)}

Gは可換群ではないが可解ではある。
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20.1 対称群の可解性

ガロア理論との関係で次の定理は重要です。5次以上の代数方程式が冪根による解の公式をもたない
という事実を証明する鍵なのです。

定理 20.13. n次対称群 Snが可解であるための必要十分条件は n ≤ 4である。

命題 20.14. 任意の自然数 n ≥ 1にたいして次がなりたつ：

[Sn, Sn] = An

Proof. 包含関係 [Sn, Sn] ⊂ Anは明らか。

逆向きの包含関係を示す。Anの要素というのは偶数個のCoxeter元の積だったので、二つのCoxeter
元の積 sisjが [Sn, Sn]に属することを示せばよい。

j = iの場合は sisi = eなので目的の性質は示された。
j = i+ 1の場合は、直接計算で次をえる sisi+1 = [si+1, si]：

(RHS) = si+1sisi+1si = sisi+1sisi = (LHS)

i+ 1 < jの場合は

sisj = sisi+1si+1si+2 · · · sj−1sj = [si+1, si] · · · [sj, sj−1]

j < iの場合は sisj = (sjsi)
−1なので、iと jを入れ替えて上の考察を適用すればよい。

補題 20.15. n ≤ 4にたいして Snは可解である。

Proof. n = 1の場合。S1 = {e}なので可解。

n = 2の場合。S2は 2次の巡回群なので特に可換であり、可解である。

n = 3の場合。D1(S3) = A3は 3次の巡回群である。よって、D2(S3) = D1(A3) = {e}がなりたつ。

n = 4の場合。A4の要素 σ1, σ2, σ3を以下で定める：

σ1 =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
, σ2 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, σ3 =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

（注意：講義で詳しく解説していない巡回置換を用いると、これらの要素はそれぞれσ1 = (1, 2)(3, 4), σ2 =
(1, 3)(2, 4), σ3 = (1, 4)(2, 3)とあらわされる。）
次の部分集合Hは S4の部分群であり、A4の正規部分群である：

H = {e, σ1, σ2, σ3}.
H ∼= Z/2Z× Z/2Zであり、とくに可換群である。
さらに次が確かめられる：

D2(S4) = D1(A4) = H, D3(S3) = D1(H) = {e}
よって S4は可解である。

定理 20.13の証明. n ≤ 4にたいして Snが可解であることは個別の分析で示している。

n ≥ 5とする。
上の補題より D1(Sn) = An である。n次交代群 An は単純群だったので D2(Sn) = D1(An)は

Anもしくは {e}のどちらかである。しかし、Anは非可換群なのでD1(An) ̸= {e}である。よって、
D2(Sn) = Anである。帰納的に任意の自然数mにたいしてDm(Sn) = An ̸= {e}が分かる。
よって、Snは可解ではない。
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21 対称群の共役類

2以上の自然数 n ≥ 2にたいする対称群 Snの共役類を調べます。
そのために、巡回置換表示をおもいだしましょう。

21.1 巡回置換表示と対称群の要素の型

定義 21.1 (巡回置換). (1) rを 2以上の自然数とする。r個の要素からなる部分集合 {i1, · · · , ir} ⊂
{1, · · · , n}にたいして要素 (i1i2 · · · ir) ∈ Snをつぎの式で定義します：

記号を簡単にするために σ = (i1i2 · · · ir)とかくことにします：

σ(j) =


is+1 (j = is for s = 1, 2, · · · , r − 1)

i1 (j = ir)

j (j /∈ {i1, · · · , ir})

(2) 便宜上、一点からなる部分集合 {i} ⊂ {1, 2, · · · , n}に付随する巡回置換 (i)を単位元として定義
します。

巡回置換に関して次の二つの命題が基本的です。

補題 21.2. 二つの部分集合 {i1, · · · , ip}, {j1, · · · , jq} ⊂ {1, 2, · · · , n}が共通部分を持たなければ、巡
回置換 (i1, i2, · · · , ip), (j1, j2, · · · , jq)は可換である。

補題 21.3. 要素 σ ∈ Snと巡回置換 (i1, i2, · · · , ip)にたいして次の等式がなりたつ：

σ(i1, i2, · · · , ip)σ−1 = (σ(i1), σ(i2), · · · , σ(ip)).

命題 21.4 (教科書 p97,命題 4.2.1). n ≥ 2とする。
要素 σ ∈ Snをとってくる。
σは巡回置換の積で表され、

(21-10) σ = (i
(1)
1 · · · i(1)λ1

)(i
(2)
1 · · · i(2)λ2

) · · · (i(p)1 , · · · , i(p)λp
)

しかも、巡回置換に現れる部分集合は {1, 2, · · · , n}の非交和分解

(21-11) {1, 2, · · · , n} = {i(1)1 , · · · , i(1)λ1
} ⊔ {i(2)1 , · · · , i(2)λ2

} ⊔ · · · ⊔ {i(p)1 , · · · , i(p)λp
}

をあたえる。

注意：

1. 補題 21.2より、等式 (21-10)において σの因子に現れている巡回置換は可換である。

なので、積の順を並び替えて
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp

がなりたつとしてよい。
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2. この命題では長さが 1の巡回置換（つまり λr = 1の場合）も考えに入れている。

そうしないと、非交和分解 (21-11)は得られない。

しかし、巡回置換の積に要素を表示する場合通常は長さ 1の巡回置換は書かない。

単位元なので計算結果はどちらの場合でも変わらない。

3. 非交和分解 (21-11)は σから一意的に定まる。

また、巡回置換の積による表示 (21-10)も並び替えを除いて一意的である。

略証. 自然な作用 Sn ↷ {1, 2, · · · , n}が誘導する作用 ⟨σ⟩ ↷ {1, 2, · · · , n}による軌道分解を考える：

{1, 2, · · · , n} =

p⊔
r=1

⟨σ⟩i(r).

ただし、完全代表系をR = {i(1), i(2), · · · , i(p)}とあらわした。
各 r = 1, 2, · · · , pにたいして

i
(r)
1 := i(r), i

(r)
2 := σ(i(r)), i

(r)
3 := σ2(i(r)), · · · , i(r)a := σa−1(i(r)), · · · (a ≥ 1)

と定めればよい。

定義 21.5. 要素 σ ∈ Snの型 {λr}pr≥1を σを巡回置換の積に表した時に得られる自然数の減少列

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp

と定める。

命題 21.6. 二つの要素σ, τ ∈ Snが互いに共役であるための必要十分条件は型が一致することである。

Proof. 十分条件：二つの要素 σ, τ ∈ Snの型が等しいとする。その型を {λr}pr=1とする。

σ = (i
(1)
1 · · · i(1)λ1

)(i
(2)
1 · · · i(2)λ2

) · · · (i(p)1 , · · · , i(p)λp
),

τ = (j
(1)
1 · · · j(1)λ1

)(j
(2)
1 · · · j(2)λ2

) · · · (j(p)1 , · · · , j(p)λp
)

写像 η : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n}を

η(i(r)a ) := j(r)a (1 ≤ r ≤ p, a = 1, 2, · · · , λr)

と定めると、これは全単射である。よって、ηは Snの要素である。

主張 21.7. 等式 ηση−1 = τ がなりたつ。

この主張から σと τ は互いに共役である。

主張の証明. 任意の k ∈ {1, 2, · · · , n}にたいして ηση−1(k) = τ(k)を示せばよい。
これは補題 21.3から従う。

必要条件であることは各自証明してみてください。
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命題 21.8. 要素 σ ∈ Snは型 {λr}pr=1を持つとする。
各自然数m ≥ 1にたいして、λr = mをみたす rの個数を Lmとおく：

Lm := #{r | λr = m}.
このとき、σの共役類の個数#C(σ)は次で与えられる：

(21-12) #C(σ) =
n!

λ1λ2 · · ·λpL1!L2! · · ·Lλ1 !
.

Proof. 随伴作用 ad : Sn ↷ Snによる安定化部分群 stabad σの位数は

#stabad σ = λ1λ2 · · ·λpL1!L2! · · ·Lλ1 !

である。
よって、

#C(σ) =
#Sn

#stabad σ
=

n!

λ1λ2 · · ·λpL1!L2! · · ·Lλ1 !
.

が成り立つ。

21.2 自然数の分割

定義 21.9. 1以上の自然数 nの分割 λ = {λr}pr=1とは、1以上の自然数の減少列

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp

で
λ1 + λ2 + · · ·+ λp = n

をみたすものをいう。減少列 λが nの分割であることを

λ ⊢ n
とあらわす。

補題 21.10. 任意の nの分割 λにたいして、これを型とする要素 σが存在する。

nの分割 λを型とする Snの要素の集合をCλとあらわします。共役類による分解と類等式は次の
ように書けます：

Sn =
⊔
λ⊢n

Cλ, n! =
∑
λ⊢n

#Cλ.

命題 21.8を使うと対称群 Snの類等式は以下のことを主張します：

命題 21.11. nを 1以上の自然数とする。このとき、次の等式がなりたつ：

(21-13) n! =
∑
λ⊢n

n!

λ1λ2 · · ·λpLλ
1 !L

λ
2 ! · · ·Lλ

λ1
!
.

ただし、ここで nの分割 λと自然数mにたいして

Lλ
m := #{r | λr = m}.

と定めた。

等式 (21-13)は n!で割ることで、次と同値ですね：

(21-14) 1 =
∑
λ⊢n

1

λ1λ2 · · ·λpLλ
1 !L

λ
2 ! · · ·Lλ

λ1
!
.

こんな分数の和が 1に一致するなんてビックリですね。（群論を使わずに証明をする方法はあるんで
しょうか？）
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21.2.1 例：n = 3

3の分割は次の三つあります：
(1, 1, 1), (2, 1), (3)

これに対応する共役類というのはそれぞれ次のようになります。

• (1, 1, 1). 対応する共役類の要素は長さ 1の巡回置換（＝単位元）の 3個の積なので、単位元しかあ
りません。

C(1,1,1) = {e}.

分割 (1, 1, 1)にたいしては L1 = 1であり、それ以外の λpや Lmは 1になるので、共役類の個数を
与える公式 (21-12)を計算すると

n!

λ1λ2 · · ·λpL1!L2! · · ·Lλ1 !
=

3!

3!
= 1

となり、もちろん、#C(1,1,1) = 1と一致します。

• (2, 1). 対応する共役類の要素はは長さ 2の巡回置換（と長さ 1の巡回置換の積）です。なので、共
役類は次です：

C(2,1) = {(12), (2, 3), (1, 3)}.

共役類を与える公式 (21-12)を計算してみると、Lm = 1, 0が任意の自然数mにたいして成り立つ
ので

n!

λ1λ2 · · ·λpL1!L2! · · ·Lλ1 !
=

3!

2× 1
=

6

2
= 3.

です。もちろん#C(2,1) = 3と一致します。

• (3). 対応する共役類は長さ 3の巡回置換なので

C(3) = {(1, 2, 3), (1, 3, 2)}.

共役類を与える公式 (21-12)を計算してみると、

n!

λ1λ2 · · ·λpL1!L2! · · ·Lλ1 !
=

3!

3
=

6

3
= 2.

もちろん、#C(3) = 2と一致します。

21.2.2 例:n = 4

4の分割は以下の五つです：

(1, 1, 1, 1), (2, 1, 1), (2, 2), (3, 1), (4).

それぞれに対応する共役類をすべて書きならべるのは大変なので、個数だけを書きます。

•
C(1,1,1,1) =

4!

1× 1× 1× 1× 4!
= 1.

これは単位元の共役類の個数なので 1です。

96



•
C(2,1,1) =

4!

2× 1× 1× 2!
= 6.

•
C(2,2) =

4!

2× 2× 2!
= 3.

•
C(3,1) =

4!

3× 1
= 8.

•
C(4) =

4!

4
= 6.

22

命題 22.1. 群Gと真の部分群Hにたいして、群準同型写像 ϕ, ψ : G → Kでつぎを満たすものが存
在する：

(1) ϕ ̸= ψ.

(2) ϕ|H = ψ|H .
Proof. 指数による場合分けを行う。

[G : H] = 2の場合。この場合はHは正規部分群である。商群G/Hへの商写像 π : G→ G/Hと
自明な群準同型写像 ϵ : G→ G/Hが条件をみたすものである。

[G : H] ≥ 3の場合。GのHに関する右剰余類による分解を考える。Rを eを含む完全代表系と
する。相異なる要素 r1, r2 ∈ Rを選ぶ。全単射 σ : G→ Gを

σ(g) :=


g (g ∈ G \ (Hr1 ⊔Hr2))

gr−1
1 r2 (g ∈ Hr1)

gr−1
2 r1 (g ∈ Hr2)

σ2 = idに注意しておく。
写像 ϕ : G → AutSet(G)を ϕg(x) := gxで定義する。さらに、写像 ψ : G → AutSet(G)を ψ(g) :=

σϕgσで定義する。こうすれば、この ϕ, ψが条件を満たす。

(1) 定義から、次を得る：ϕr1(e) = r1. 一方、

ψr1(e) = σϕr1(e) = σ(r1) = r2.

ゆえに ϕ ̸= ψである。

(2) h ∈ Hをとって来る。ϕh = ψhを確かめる。
(2-i) g ∈ G \ (Hr1 ⊔Hr2)の場合：

ψh(g) = σϕh(g) = σ(hg) = hg = ϕh(g).

(2-ii) g ∈ Hr1の場合：

ψh(g) = σϕh(gr
−1
1 r2) = σ(hgr−1

1 r2) = hg = ϕh(g).

(2-iii) g ∈ Hr2の場合：

ψh(g) = σϕh(gr
−1
2 r1) = σ(hgr−1

2 r1) = hg = ϕh(g).
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系 22.2. 群準同型 f : G→ Hが群の圏のエピ射であるための必要十分条件は下部集合の写像として
全射であることである。
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