
ホモロジー代数入門（未完？）

源　泰幸

1 導入：環と加群のホモロジー代数

平面図形 Sの面積 |S|、立体図形 T の体積 |T |は皆さん小学生以来お馴染みですね。幾何学において
重要な概念ですよね。幾何学ではない分野で面積・体積とは全く関係ないけれども “なんとなく面積・
体積”っぽく振る舞う数学概念もあったりしますよね。例えば、ベクトル空間 V の次元 dimV です。
和空間の次元を計算する公式1等を見ると面積・体積っぽい振舞いをするし、なにより次元というの
はベクトル空間の大きさを測っていると思っていますよね。
位相空間Xから（コ）ホモロジー群H(X)が定義されます。面積・体積の場合の様に、数多くの

数学的対象にたいして定義される種々の群は、位相空間の（コ）ホモロジー群と同様（あるいは類
似）の性質を持つので、それぞれの（コ）ホモロジー群と呼ばれます。例を挙げると、Ext群、Tor
群、Hochschild （コ）ホモロジー群、cyclic ホモロジー群 等々。これらの（コ）ホモロジー群はそ
れぞれの数学的対象の研究に応用されています。あるいは、それぞれの（コ）ホモロジー群の性質自
体が研究対象となっています。さらには、面積・体積に対するルベーグ積分論の様に、（コ）ホモロ
ジー群の背後にある数学的構造も研究対象となっています。ホモロジー代数というのはこういった研
究の総称です2。

1.1

この講義では主に環と加群のホモロジー代数をあつかいます。圏論を知っていれば、一般の圏やアー
ベル圏での議論に翻訳できる内容は多くあります。ただ、この講義では時間の都合もあり、圏論的な
話題に注意することはあっても、きちんと圏論を説明しません。なので進んだ数学を勉強したいかた
は圏論を自習することをお勧めします。

1.2

1.3 取り決め

未定義な用語は後々定義される（筈）。

• 環といえば単位元をもつ可換とは限らない環を意味する。（0環（1 = 0となる環）も排除しないで
やりたいが、どこかで暗黙、環は 0環でないと仮定するかも。）

• 環Rにたいし左R加群を単にR加群と呼ぶ。右R加群は反対環Rop上の左加群と同一視する。

• k代数R上の両側R-R加群は暗黙に k中心的であることを課し、包絡代数Re := R⊗k R
op上の加

群と同一視する。

1dim(U + V ) = dimV + dimU − dim(U ∩ V )
2“代数”という言葉は色々な意味で用いられますが、ホモロジー代数というときの “代数”は線形代数というのときの

“代数”と同じようなものだと個人的には感じています。
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• 定義を補完することは演習問題とする。例えば、定義において写像 · · · · · · が与えられて「R加群
準同型 · · · · · · を定義する」とか書かれている場合、与えられている写像がR準同型であることは
演習問題とする。

2 環と加群

2.1 環と加群

2.1.1 環

環の定義を復習しておきましょう。

定義 2.1. 環 (R,+,×)とは集合Rと写像+,× : R × R → Rの三つ組で以下の公理を満たすものと
定める：

(I) 二つ組 (R,+)は可換群である。

(I-1) (和の結合法則)

r1 + (r2 + r3) = (r1 + r2) + r3 for ∀r1, r2, r3 ∈ R.

(I-2) (ゼロ元の存在)
∃0 ∈ R s.t. 0 + r = r, r + 0 = r for ∀r ∈ R.

(I-3) (マイナス元の存在)

For ∀r ∈ R, ∃ − r ∈ R s.t. r + (−r) = 0, (−r) + r = 0.

(I-4) (和の可換性)
r + s = s+ r for all r, s ∈ R.

(II) 二つ組 (R,×)はモノイドである。（群の公理から「逆元の存在」を除いた公理を満たすものを
モノイドと呼びます）

(II-1) (積の結合法則)
r1(r2r3) = (r1r2)r3 for ∀r1, r2, r3 ∈ R.

(II-2) (単位元の存在)
∃1 ∈ R s.t. 1r = r, r1 = r for ∀r ∈ R.

(III) 分配法則
r(s+ t) = rs+ rt, (s+ t)r = sr + tr for all r, s, t ∈ R.

以降、環 (R,+,×)を下部集合Rの記号で代表させてRと書きます。

定義 2.2. 環Rが可換とは、積が可換であることをいう。

定義 2.3. 環Rの部分環SとはRの（空でない）部分集合であり和と積で閉じ、単位元を持つものを
いう。
環Rの部分環SはRの積と和を制限することで環になる。以降、部分環にはこの環構造を与える。

定義 2.4. 環Rの中心Z(R)とは以下で定義されるRの部分環のことをいう：

Z(R) := {r ∈ R | ∀s ∈ R, sr = rs}.
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- 中心Z(R)は可換環である。

- 中心はRの部分環で可換なものの中で極大なもの、という訳では無い。（下の例で確かめよう。）

例 2.5. Sを環とする。nを正整数とする。n次行列環R :=Mn(S)の中心Z(R)は以下で与えらえる：

Z(R) = {sEn | s ∈ Z(S)}

ただしEnは n次単位行列である。よって、特にZ(R)は Sの中心Z(S)と同型な環である。
（注：これは森田理論からも従うことである。）

定義 2.6. 環R = (R,+,×)の反対環 (opposite ring)Rop = (R,+,×op)とは、環Rと同じ下部集合
と和をもち、積が

r ×op s := s× r for all r, s ∈ R
と定義されたものをいう。

2.2 イデアル

環のイデアルを復習しましょう。可換環の場合と異なり右イデアル、左イデアル、（両側）イデアル
があります。

定義 2.7. • （両側）環RのイデアルIとは下部集合Rの部分集合 Iで次を満たすものと定める：

(I) I ̸= ∅.
(II) 任意の i, j ∈ Iにたいして i+ j,−i ∈ Iが成り立つ。
(III) 任意の r ∈ R, i ∈ Iにたいして ri, ir ∈ Iが成り立つ。

• （右） 環Rの右イデアルIとは下部集合Rの部分集合 Iで上の (I)(II)に加えて次の条件を満たす
ものをいう：

任意の r ∈ R, i ∈ Iにたいして ir ∈ Iが成り立つ。

• （左） 環Rの左イデアルIとは下部集合Rの部分集合 Iで上の (I)(II)に加えて次の条件を満たす
ものをいう：

任意の r ∈ R, i ∈ Iにたいして ri ∈ Iが成り立つ。

注意 2.8. イデアルの公理の最初の二つは IがRの加法群としての部分群であることを言っている。

イデアルの和と積を導入しておきます。

定義 2.9. 環Rのイデアル I, J にたいしてRの部分集合を

I + J := {i+ j | i ∈ I, j ∈ J}, IJ := {
∑
a,b

iajb | i1, . . . , ip ∈ I, j1, . . . , jq ∈ J}

と定める。これらはRのイデアルである。

要素の生成するイデアルも復習しておきます。

定義 2.10. 環Rの部分集合X ⊂ Rにたいして、これの生成するイデアル ⟨X⟩を以下で定める：

⟨X⟩ := {a1x1b1 + a2x2b2 + · · ·+ anxnbn | n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X, a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ∈ R}

これはXを含むイデアルの中で最小のものである。
環Rの（有限個の）要素 r1, r2, · · · , rn ∈ Rにたいしては

⟨r1, r2, · · · , rn⟩ := {a1r1b1 + a2r2b2 + · · ·+ anrnbn | a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ∈ R}

である。
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2.2.1 剰余環

剰余環の復習をします。この講義では頻出するのでボチボチでいいので慣れていきましょう。

定義 2.11. 環Rとそのイデアル Iから以下の手続きで可換環を構成する。それを環Rのイデアル I
による剰余環と呼び、R/Iと記す。

（下部集合）

下部集合は加法群としての商集合R/Iと定める。

要素 rに対応するR/Iの要素を [r]または r + Iとあらわす：

[r] := r + I := {r + i | i ∈ I}.

（加法）
[r] + [s] := [r + s].

（乗法）
[r][s] := [rs].

注意 2.12. 構成から、剰余環R/Iは加法群としては加法群としての剰余群R/Iと一致していますね。
ポイントは剰余群R/I に上の様に定義して積が定まるということです。つまり、次がなりたつとい
うのが大切です：
要素 r, r′, s, s′ ∈ Rが [r] = [r′], [s] = [s′]を満たせば [rs] = [r′s′]が成り立つ。

2.3 環の（準）同型写像

定義 2.13. R,Sを環とする。

(1) （下部集合の間の）写像 f : R→ Sが環の準同型写像とは次が成り立つことをいう：

(I)
f(r1 + r2) = f(r1) + f(r2) for all r1, r2

(II)
f(r1r2) = f(r1)f(r2) for all r1, r2

(III)
f(1) = 1

(2) 全単射である環準同型写像を環同型写像という。

注意 2.14. 環の準同型写像 f : R→ Sは下部の加法群の準同型写像 f : (R,+)→ (S,+)をあたえる。
なので、群準同型の一般的な補題より f(0) = 0が従う。証明の鍵は逆元の存在でしたね。
可換環の準同型写像 f : R → Sは下部の乗法半群の準同型写像 f : (R,×) → (S,×)もあたえる。

しかし、乗法の可逆元の存在を仮定していないので、公理 (2)だけからは f(1) = 1は導出されない。
よって、単位元が単位元に写されるということは仮定する必要がある。

定義 2.15. 環の準同型写像 f : R→ Sの核と像を以下で定める：

Ker f := {r ∈ R | f(r) = 0},
Im f := {f(r) ∈ S | r ∈ R}.
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補題 2.16. 環の準同型写像 f : R→ Sを考える。S ̸= 0とする。

(1) 核Ker f はRの真のイデアルである。

(2) 像 Im f は Sの部分環である。

（注意：Im f は Sのイデアルとは限らない。）

次の系は体論で当たり前に使います。覚えておいてください。

系 2.17. 体Kから（ゼロでない）環Rへの準同型写像 f : K → Rは単射である。

Proof. 核Ker f はK の真のイデアルである。体の真のイデアルは 0イデアルのみなのでKer f = 0
を結論する。

補題 2.18. 環Rとイデアル I を考える。商写像 π : R → R/I は環の全射準同型であり、Ker π = I
がなりたつ。

定理 2.19 (環の準同型定理). 環の準同型写像 f : R→ Sを考える。
下の要素の対応は（キチンと写像になり、そしてしかも）環の同型写像である：

f : R/Ker f
∼=−→ Im f, f([r]) = f(r).

2.4 k代数

定義 2.20. kを可換環とする。

(1) k代数 R = (R, i)とは、環 Rと環準同型写像 i : k → Rで像が中心に含まれているものの組を
いう。

• k代数構造 i : kRは単射とは限らないが iを省略して a ∈ kをRの要素の様に書くことがおおい。

ar := i(a)r.

ただし a ∈ k, r ∈ R.

(2) R = (R, i), S = (S, j)を k代数とする。下部集合の間の写像 f : R → Sが k代数準同型写像と
は、f は環準同型写像であり、j = f ◦ iがなりたつことをいう。
つまり、環準同型写像に次が成り立つことを条件として課している：

f(ar) = af(r)

ただし、a ∈ k, r ∈ Rであり、上の略記法に従い i, jを省略している。

(3) k代数Rの部分 k代数 Sとは環Rの部分環で i(k) ⊂ Sが成り立つものをいう。

自然に Sを k代数とみなせる（のでそうする）。

2.5 （左、右、両側）R加群

体K上のベクトル空間 V とはKの作用をもつアーベル群のことでした。環Rの作用をもつアーベ
ル群のことです。なので、R加群の公理はベクトル空間の公理そのままです。

5



2.5.1 R加群

定義 2.21. 左R加群M = (M,+, ·)とは、

• 集合M .

• 写像+ :M ×M →M

• 写像 · : R×M →M

の三つ組で次の条件を満たすものである：

(1) (M,+)は加法群。

(2) r · (m+ n) = r ·m+ r · n for all r ∈ R and m,n ∈M .

(3) 1R ·m = m for all m ∈M .

(4) (sr) ·m = s · (r ·m) for all s, r ∈ R and m ∈M .

(5) (r + s) ·m = r ·m+ s ·m for all r, s ∈ R and m ∈M .

左R加群のことを環R上の左加群と呼んだりする。
同様に右R加群、両側R加群も定義されます。

以降、この講義では左R加群と単にR加群とか加群とか呼びます。

例 2.22. 体K上の加群とはKベクトル空間に他なりません。

例 2.23. 整数環 Zを考えましょう。実は Z加群とはアーベル群に他ならないことが分かります。Z
加群M = (M,+, ·)というのはアーベル群M = (M,+)にさらに Zの作用 · : Z×M → M を付加し
たものなので、一見すると別のものです。しかし、公理をみたす Zの作用はアーベル群の構造から
一意的に定まることがわかります。例えば 2 ·mは公理 (3)(5)を用いて次の様に計算できますね：

2 ·m = (1 + 1) ·m = 1 ·m+ 1 ·m = m+m = 2m

最右辺は群論を勉強したときの記法です。同様に考えると、Z加群M = (M,+, ·)におけるZの作用
· : Z×M → M はアーベル群における（演算を積の形で書いた場合の）ベキ指数になる意外ないこ
とがわかります。

2.5.2 両側加群

定義 2.24. Rと Sを環とする。R-S両側加群M = (M,λ, ρ)とは

• アーベル群M ,

• 左R加群構造 λ : R×M →M ,

• 右 S加群構造 ρ :M × S →M

の三つ組みで条件
(rm)s = r(ms) for all r ∈ R, s ∈ S,m ∈M

を満たすものをいう。

• 以降、rms = r(ms) = (rm)sと括弧を省略する。
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• R = Sの場合はR両側加群と呼んだりする。

定義 2.25. kを可換環、Rと Sを k代数とする。R-S両側加群M が k中心的とは条件

am = ma for all a ∈ k,m ∈M

を満たすものをいう。
（ただし、左辺では kをRの要素とみなし、右辺では Sの要素とみなしている。）

• kを固定している文脈では両側加群といえば k中心的であることを仮定することが多い。

例 2.26. 環は Z代数と見做せるのであった。
任意のR-S両側加群M は Z中心的である。

注意 2.27. 後で k代数のテンソル積を導入することで、両側加群を左加群と見做すことができる。
大雑把に書くと

「k中心的R-S両側加群＝R⊗k S
op加群。」

という同値関係がなりたちます。
なので、両側加群に関する諸概念も左加群に帰着されます。（個別に定式化するのも難しくはない

ですが、、、、）

2.5.3 R両側加群M の中心Z(M)

定義 2.28. R両側加群M の中心Z(M)とは以下で定義されるM の部分 Z加群である：

Z(M) := {m ∈M | rm = mr for all r ∈ R}

例 2.29. R自身をR両側加群と見做した場合の中心Z(R)は定義 2.4で与えた環の中心と（部分集合
としては）一致する。

2.5.4 可換環上の左、右、両側加群

可換環の文脈では加群は右とか左とか言わないことがおおい。
可換環R上の定義は左加群でなされるが、可換性のお陰でR = Ropがなりたつので、左加群を自

然に右加群と見做せ、さらには自然にR中心的なR両側加群と見做せる。可換環上で加群を扱う際
には暗黙にこの構造を使っていることはある。典型的なのはR加群M,N にたいしてHomR(M,N)
にR加群構造が入ることであろう。（可換とは限らない）環では上手くいかない3。
しかし、もちろん可換環R上の両側加群でR中心的でないものも存在するの注意が必要である。

2.6 R加群にまつわる諸概念

2.6.1 部分R加群

定義 2.30. Rを環、M を左R加群とする。M の部分左R加群N とは、M の下部集合の部分集合で
以下を満たすものをいう：

(1) N ̸= ∅.

(2) n,m ∈ N ⇒ n+m,−n ∈ N .

(3) n ∈ N, r ∈ R ⇒ rn ∈ N
つまり、Rの作用で閉じた部分加法群を部分加群と呼んでいます。

例 2.31. R加群MにたいしてM自身は部分R加群です。また、0のみから構成される部分集合 {0}
も部分R加群です。これらの部分R加群を自明な部分R加群と呼びます。

3可換環上の加群しか知らなかった自分が環上の加群を勉強し始めて戸惑ったのはことの一つである。左作用、右作用
の区別になれるまで所謂「右も左も分からない」状態だった。
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2.6.2 剰余R加群

定義 2.32. Rを環、MをR加群、N ⊂Mを部分R加群とする。この設定のもとで剰余R加群M/N
を以下で定める：

• （下部アーベル群）M/N .

• （環Rの作用）
r[m] := [rm] for r ∈ R, m ∈M

• つまり、アーベル群としての剰余加群に自然な方法でRの作用を導入したもの。

2.6.3 部分集合が生成する部分加群と生成系

定義 2.33. R加群M の空でない部分集合X ⊂M にたいして、Xの生成する部分R加群⟨X⟩を

⟨X⟩ := {
n∑

i=1

rixi | n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ R, x1, . . . , xn ∈ X}

と定める。空部分集合 ∅ ⊂M にたいしては

⟨∅⟩ := 0

と定める。

補題 2.34. R加群M の部分集合X ⊂M にたいして、Xの生成する部分加群 ⟨X⟩はXを含むM の
部分R加群のなかで最小のものである。

定義 2.35. R加群M の生成系XとはM の部分集合X ⊂M で ⟨X⟩ =M を満たすものをいう。

R加群M 自身はM の生成系です。なので、次がなりたちます。

補題 2.36. R加群M は生成系を持つ。

定義 2.37. (1) 要素の個数が有限な生成系をもつR加群を有限生成とよぶ。

(2) 一つの要素から構成される生成系を持つR加群を巡回R加群と呼ぶ。

• R加群の準同型定理より、R加群M が巡回的であるための必要十分条件は左イデアル Iによる
剰余加群R/Iと同型なことである。

2.6.4 部分加群の和

定義 2.38. (1) R加群の部分加群の集合 {Ni}i∈I の和
∑

i∈I Niを
∑

i∈I Ni := ⟨
∪

i∈I Ni⟩と定める。こ
れは次の様にも表せる：∑

i∈I

Ni := {
∑
i∈I

ni | (ni) ∈
∏
i∈I

Ni有限個の iを除いて ni = 0}

(2) 和
∑

i∈I Niが直和とは要素の和による表示が一意的であることを指す。より詳しくいうと次がな
りたつ： ∑

i∈I

ni =
∑
i∈I

n′
i ⇒ ∀i ∈ I, ni = n′

i.

直和を
⊕

i∈I Niと表す。
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• Iが有限集合の場合には

N1 +N2 + · · ·+Nr, N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nr

とか表す。

補題 2.39. 和
∑

i∈I Niが直和であるための必要十分条件は任意の i ∈ Iにたいして

Ni ∩ (
∑
j ̸=i

Nj) = 0

が成り立つ事である。

例 2.40. R加群のM の部分加群 L,N ⊂M にたいして次は同値：

(1) M = L⊕N .

(2) M = L+N, L ∩N = 0.

(3) 任意のm ∈M にたいして l ∈ L, n ∈ N が一意的に存在してm = l + nを満たす。

(4) 標準的な射影 π :M →M/N の Lへの制限写像 π|L : L→M/N が同型写像である。

2.7 R加群の準同型写像、同型写像

定義 2.41. (1) M,N をR加群とする。

R加群準同型 f : M → N とは（下部集合の間の）写像 f : M → N で以下の二条件を満たすも
のをいう：

(a) f(m+m′) = f(m) + f(m′) for all m,m′ ∈M .

(b) f(rm) = rf(m) for all r ∈ R, m ∈M .

(2) R加群M からN へのR加群準同型の集合をHomR(M,N)と表す。

(3) 全単射なR加群準同型のことを同型とよぶ。

同型写像であることを f :M
∼=−→ N と表したりする。

(4) 二つのR加群M,N が同型とはR加群同型写像 f :M → N が存在することをいう。

二つのR加群が同型であることをM ∼= N と表したりする。R加群であることをあらわすには
M∼=RN と表したりする。

(5) R準同型 f :M → N の核Ker fと像 Im fと余核Cok fを以下で定める：

Ker f := {m ∈M | f(m) = 0},
Im f := {f(m) ∈ N | m ∈M},

Cok f := N/ Im f.

それぞれに標準的にR加群の構造が入る。
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2.7.1 両側加群の準同型写像

書かなくても良いかも知れないが、一応両側加群の準同型写像の定義を与えておく。

定義 2.42. R-S両側加群M,N の間の両側加群準同型 f : M → N とは左R加群準同型かつ右 S加
群準同型であるものをいう。つまり、次が成り立つものをいう：

f(rms) = rf(m)s for all r ∈ R, s ∈ S,m ∈M.

• 両側加群に k中心的という条件がついても準同型を考えるときには気にしなくてよい。

k中心的両側加群の圏は両側加群の圏の充満部分圏として定義される、と言ってもいい。

2.7.2 加群準同型定理

定理 2.43 (準同型定理). R加群の準同型写像 f :M → N にたいして、π :M →M/Ker f を標準的
な全射準同型写像とする。次がなりたつ：

(1) 写像
f :M/Ker f → N, [m] 7→ f(m)

は well-definedであり、単射R加群準同型写像であり、f = f ◦ πがなりたつ。
さらに Im f = Im f がなりたつ。よって、値域を制限することでR加群同型写像

f :M/Ker f
∼=−−→ Im f

がなりたつ。

(2) R加群準同型写像 g :M/Ker f → N が f = g ◦ πを満たせば g = f がなりたつ。

2.7.3 核、余核の普遍性

命題 2.44. R加群準同型写像 f : M → N を考える。標準的な準同型写像 i : Ker f → M, p : N →
Cok f をこの様に記す。このとき、次がなりたつ：

(1) R準同型写像 g : L→M が f ◦ g = 0を満たせばR準同型写像 h : L→ Ker f が一意的に存在し
て i ◦ h = gを満たす。

L

h
���
�
�

g
""F

FF
FF

FF
FF

0

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

0 // Ker f
i

//M
f

// N

(2) (1)の性質をもつ様な準同型写像は一意的な同型を除いて一意的である。R準同型写像 j : K →M

が (1)の性質を持てばR同型写像 s : K
∼=−→ Ker f が一意的に存在して i ◦ s = jを満たす。

(3) R準同型写像 g : N → Lが g ◦ f = 0を満たせばR準同型写像 h : Cok f → Lが一意的に存在し
て h ◦ p = gを満たす。

M
f //

0
((QQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ N
p //

g

""F
FF

FF
FF

FF
F Cok f //

h
���
�
�

0

L

(4) (1)の性質をもつ様な準同型写像は一意的な同型を除いて一意的である。R準同型写像 q : N → C

が (1)の性質を持てばR同型写像 s : Cok f
∼=−→ Cが一意的に存在して s ◦ p = qを満たす。
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2.8 Hom加群

2.8.1 Hom加群

定義 2.45. M,N をR加群とする。R加群準同型の集合HomR(M,N)に次の様にアーベル群の構造
を定めることができる：

[加法] f, g ∈ HomR(M,N)にたいして f + gと表記されるHomR(M,N)の要素を以下で定める。

HomR(M,N)はM からN への写像の集合HomSet(M,N)の部分集合なので、なので、この要素を
定めるにはまず写像M → N を定めないといけない。その写像の定め方を

(f + g)(m) := f(m) + g(m) for all m ∈M.

と定める。（これにて f + g ∈ HomSet(M,N)が定義された。）つぎにこうして定義された写像
f + g :M → N がR加群準同型であることを確かめないといけない。（がそれは練習問題）

[0元]

HomR(M,N)の 0元はゼロ写像 0 : M → N（任意のM の要素をN のゼロ元 0 ∈ N に送る写像）
です。

[逆元]

f ∈ HomR(M,N)にたいして写像−f :M → N を以下で定める：

(−f)(m) := −f(m) for all m ∈M.

これが f の逆元であること（つまり f + (−f) = 0, (−f) + f = 0）であることは簡単にわかります。

[和の可換性]

上で定めた和 f + gが可換である（つまり任意の f, gにたいして f + g = g+ f が成り立つ）ことは
簡単にわかります。

組 (HomR(M,N),+)はアーベル群である。（注：R加群ではなくて単なるアーベル群です。Rが
可換環の場合にはR加群の構造を与えることができます。）

2.8.2 両側加群とHomR

R,S, T を環、M をR-S両側加群、N をR-T 両側加群とする。HomR(M,N)はM,N をR加群とみ
なしたときのHom加群を意味する。

命題 2.46. R,S, T を環、M をR-S両側加群、N をR-T 両側加群とする。このとき、以下の方法で
HomR(M,N)は S-T 両側加群となる：

sft(m) := f(ms)t

ただし s ∈ S, t ∈ T, f ∈ HomR(M,N), m ∈M である。

• 　正確には s ∈ S, t ∈ T, f ∈ HomR(M,N)にたいしてHomR(M,N)の要素 sftを以下で定義する
というべきであろう：

sft(m) := f(ms)t for all m ∈M.

• （コメント）M,N のR加群構造はR加群準同型の空間HomR(M,N)を構成するときに使われて
いる。ここでまだ消費されていないMの右S加群構造とNの右T 加群構造を用いてHomR(M,N)
に Sと T の作用を与えることが出来る。
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• 次が成り立つ：

- M がR加群でしかないとき（つまり、右 S作用を考えないときは）HomR(M,N)には右 T 加群
の構造が入る。

- N がR加群でしかないとき（つまり、右 T 作用を考えないときは）HomR(M,N)には左 S加群
の構造が入る。

これらは上の定義と類似の方法で達成される。あるいは S = Z or T = Zとして考えた場合ともい
える。

注意 2.47. 以下で構成するHomRに関する自然な加群準同型は適切な設定の下で S-T 両側加群の準
同型となる。

次は素朴ですがとても大事です：

例 2.48. M をR加群とする。R自身をR両側加群とみることでアーベル群HomR(R,M)にR加群
の構造を入れることが出来る。具体的にRの作用を書き下す：

(rf)(a) := f(ar) a, r ∈ R, f ∈ HomR(R,M).

単位元 1 ∈ Rの行き先を値とする写像

ϵ : HomR(R,M)→M, ϵ(f) := f(1)

はR加群の同型写像である。

∵ ϵ(rf) = f(1r) = f(r) = rf(1) = rϵ(f).

練習問題 2.49. 上の例の証明を完成させよう。つまり、
R加群M にたいして定まる、次の写像はR加群の同型写像であることを示そう：

ϵ : HomR(R,M)
∼=−→M, f 7→ f(1).

Step 1. まず、ϵがアーベル群の準同型写像であることを示そう。

Step 2. 次に、ϵがRの作用を保つことを示そう。

Step 3. 次に、ϵが単射であることを示そう。このために核がゼロであること（Ker ϵ = 0）を示そう。

つまり ϵ(f) = 0をみたすR加群準同型 f : R→M は 0写像であることを示しましょう。

ヒント：x ∈ Rは x = x · 1である。

Step 4. 最後に、ϵが全射であることを示そう。要素m ∈ M にたいして ϵ(fm) = mを満たすような
R加群準同型 fm : R→M を構成しよう。

ヒント：条件 ϵ(fm) = mと fmがR加群準同型という前提から各 x ∈ Rにたいして fm(x)が
決まってしまうので、それを逆用して写像 fmの定義とすればよい。
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2.8.3 Homに誘導されるアーベル群準同型写像

定義 2.50. L,M,N をR加群、f :M → N をR加群準同型写像とする。

(1) アーベル群の準同型写像 f∗ : HomR(L,M)→ HomR(L,N)を以下で定める：

f∗(g) := f ◦ g for all g ∈ HomR(L,M).

(2) アーベル群の準同型写像 f ∗ : HomR(N,L)→ HomR(M,L)を以下で定める：

f ∗(g) := g ◦ f for all g ∈ HomR(L,M).

R加群準同型写像の合成はR加群準同型です。上の操作との関係を調べるのを問題とします。

練習問題 2.51. L,M,M1,M2,M3を R加群、f : M1 → M2, g : M2 → M3を R加群準同型写像と
する。

(1) 次の等式を示せ：(idM)∗ = idHomR(L,M), (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
二つ目の等式は次の図式が可換であることを言っている：

HomR(L,M1)
f∗ //

(g◦f)∗

44
HomR(L,M2)

g∗ // HomR(L.,M3)

補足：この問題はHomR(L,−)が関手（と呼ばれるもの）であることを示している。
少しだけ詳しく説明しておきます。加群Lをひとつ決めると、これをもとに加群とその準同型に
アーベル群とその準同型を対応させる規則が上の構成でできていますね。つまり、加群M にた
いしてアーベル群HomR(L,M)を対応させ、加群準同型写像 f :M → N にたいしてアーベル群
準同型 f∗を対応させるのです。

この様な対応規則で、恒等写像を恒等写像に移し、準同型の合成を保つものを関手とよびます
が、それがこの問題で示していただきたいことです。

詳しくは圏論の教科書をご覧ください。

(2) 次の等式を示せ：(idM)∗ = idHomR(M,L), (g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗.
二つ目の等式は次の図式が可換であることを言っている：

HomR(M3, L)
g∗ //

(g◦f)∗

44
HomR(M2, L)

f∗
// HomR(M1, L)

補足：この問題はHomR(−, L)が反変関手（と呼ばれるもの）であることを示している。

2.9 自己準同型環

定義 2.52. R加群M の自己準同型環EndR(M)を以下で定める：

• （下部 Z加群）EndR(M) := HomR(M,M).
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• （積）積を写像の合成により定義する。つまり、f, g ∈ EndR(M) = HomR(M,M)にたいして

fg := f ◦ g

と定める。

補題 2.53. R加群M には以下の方法で EndR(M)加群の構造を与えることができる：

fm := f(m) for all f ∈ EndR(M), m ∈M.

（注意：これは左加群。「加群」という言葉が「右加群」を意味する設定ではEndR(M)opを使う
必要がある。）

補題 2.54. Rを k代数とする。k加群M に R加群構造を与えることは、環準同型写像 λ : R →
Endk(M)を与えることと同値である。

Proof. R加群M にたいして環準同型写像 λ : R→ EndZ(M)を

λ(r)(m) := rm (r ∈ R, m ∈M)

であたえることができる。

2.10 R加群の直和と直積

2.10.1 加群の直和（二個の場合）

ベクトル空間に直和というものがありましたが、同様にR加群の直和も定義されます。

定義 2.55. R加群M,N の直和 M ⊕N を以下で定める：

• 下部加法群は直積加群M ×Nとする。つまり、要素 x1 = (m1, n1), x2 = (m2, n2) ∈M ×Nの和を

x1 + x2 = (m1, n1) + (m2, n2) := (m1 +m2, n1 + n2)

と定める。

• 要素 x = (m,n) ∈M ×N へのRの作用を

rx = r(m,n) := (rm, rn) (∀r ∈ R)

と定める。

有限個のR加群の直和M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mrも同様に定義する。

2.10.2 加群の直積

有限個のR加群M1, . . . ,Mrの直積は直和と同じものを意味する：

M1 ×M2 × · · · ×Mn =M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mr.

無限直積も安直に定義できる。

定義 2.56. 集合 Iで添え字付けられたR加群Miの直積R加群
∏

i∈I Miを以下で定める：
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• 下部集合は、直積集合
∏

i∈I Mi.

• 加法群としての構造は以下で定める：
要素 x = (mi)i∈I , y = (ni)i∈I ∈

∏
i∈I Miの和を

x+ y = (mi)i∈I + (ni)i∈I := (mi + ni)i∈I

と定める。

• 要素 x = (mi)i∈I ∈
∏

i∈I MiへのRの作用を

rx = r(mi)i∈I := (rmi) (∀r ∈ R)

と定める。

同じR加群M（のコピー）の I上の直積をM
∏

I とあらわす。

2.10.3 加群の無限直和

無限直和の定義をします。
無限直積

∏
i∈I Miのなかで、0ではない成分が有限個なものの部分集合は部分R加群になるので、

それを無限直和と呼びます。
正確にあらわすために、一つだけ用語を準備します。
無限直積

∏
i∈I Mi の要素 x = (mi)i∈I にたいして、0ではない成分のある位置の集合を xの台

(support)と呼びます：
suppx := {i ∈ I | mi ̸= 0}.

定義 2.57. 集合 I で添え字付けられたR加群Miを考える。以下で与える無限直積
∏

i∈I Miの部分
集合は部分R加群である。それを直和R加群

⊕
i∈I Miと定める：⊕

i∈I

Mi := {x = (mi)i∈I ∈
∏
i∈I

M | #supp x <∞}

同じR加群M（のコピー）の I上の直積をM⊕I とあらわす。

2.10.4 （内）直和、直和因子、捕加群、直和分解

特に大事なのは、加群M が二つの部分加群N1, N2 ⊂M の直和に自然な方法で同型な時で、内直和
と呼ばれることも偶にあります。もしかすると皆さんがご存じのベクトル空間の直和はこちらかもし
れません。

定義 2.58. R加群M が部分R加群N1, N2の内直和であるとは、次が成り立つことをいう：
任意のm ∈M にたいして (n1, n2) ∈ N1 ×N2が一意的に存在して次が成り立つ：

m = n1 + n2.

内直和と定義 2.55の直和の関係は以下に示される通りであり、同一視して問題ありません。なの
で、以降の講義では内直和とは言わずに直和といいます。

補題 2.59. M を R加群、N1, N2 ⊂ M を部分 R加群とする。R加群準同型 ψ : N1 ⊕ N2 → M を
ψ(n1, n2) := n1 + n2 for all n1 ∈ N1, n2 ∈ N2と定める。
この R加群準同型 ψが同型であるための必要十分条件はM がN1とN2の内直和であることで

ある。
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もう少し用語を準備します。

定義 2.60. M をR加群とする。部分加群N ⊂ M が直和因子であるとは、部分加群 L ⊂ M が存在
してM がN と Lの直和であることをいう。このようなLのことをN の捕加群という。

R加群M を
M = N ⊕ L

という様に部分R加群の（内）直和で表すことを直和分解と呼ぶ。（N,LはM の部分加群。）
さらには、直和加群との同型

M ∼= M1 ⊕M2

をあたえることも直和分解と呼ぶ。（M1,M2はM の部分加群とは限らない。）

2.10.5 Homと直積、直和

（無限）直積、（無限）直和の重要な性質を説明します。
集合 I で添え字付けられた R加群Mi を考えましょう。すると各 i ∈ I にたいして、無限直積∏

j∈I Mj から第 i成分を取り出す写像 pi :
∏

j∈I Mj → Miが定まります。同様に、各 i ∈ I にたいし
てMiを無限直和の第 i成分に埋め込む写像 ιi :Mi →

⊕
j∈I Miが定まりますね。

pi :
∏
j∈I

Mj →Mi, (mj)j∈I 7→ mi

ιi :Mi →
⊕
j∈I

Mj, x 7→ (第 i成分は xでありそれ以外の成分は 0)

こいつらはR準同型写像ですね。

命題 2.61. 集合 Iで添え字付けられたR加群Miを考えましょう。R加群N にたいして次の写像は
Z加群の同型である。

HomR

(⊕
i∈I

Mi, N

)
∼=−→
∏
i∈I

HomR(Mi, N), f 7→ (f ◦ ιi)i∈I

HomR

(
N,
∏
i∈I

Mi

)
∼=−→
∏
i∈I

HomR(N,Mi), f 7→ (pi ◦ f)i∈I

この命題は、R加群の直和、直積が圏論における直和、直積（と呼ばれるもの）であることを言っ
ています。

2.10.6

集合 I,Xにたいして次の写像は全単射だった：

HomSet(I,X)
1:1−−−−→ X

∏
I , f 7→ (f(i))i∈I .

（これは写像 ϕ : I → X を与えることと I で添え字付けられたX の要素 (xi)i∈I を考えることが同値
ということですね。）
例 2.48と命題 2.61を組み合わせると次がでます：

系 2.62. R加群M と集合 Iにかんして次のR加群の同型写像がなりたつ：

HomR(R
⊕I ,M)

∼=−→M
∏

I = HomSet(I,M), f 7→ (f(i))i∈I .

逆写像は次で与えられる：

M
∏

I → HomR(R
⊕I ,M), (mi)i∈I 7→

[
(ri)i∈I 7→

∑
i∈I

rimi

]
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• 写像 ϕ : I → M に対応するR加群準同型写像 fϕ : R⊕I → M の像は（写像の像）ϕ(I)の生成する
部分R加群である：

Im fϕ = ⟨ϕ(I)⟩.

• 特に、fϕが全射であるための必要十分条件は ϕ(I)がM の生成系であることである。

部分集合X ⊂M にたいしてR加群準同型写像 fX : R⊕X →M を

fX : R⊕X →M (rx)x∈X 7→
∑
x∈X

rxx

と定める。（これは上の対応で標準単射 i : X ↪→M に対応するもの。）すると像はXの生成する部分
R加群である：Im fX = ⟨X⟩.

系 2.63. 上の設定において、XがM の生成系であるための必要十分条件は fX : R⊕X → M が生成
系であることである。

2.11 べき等自己準同型と直和分解

2.11.1 べき等元の完備直交系

定義 2.64. k代数Rのべき等元の完備直交系とは有限個の要素 e1, e2, . . . , en ∈ Rで次を満たすもの
をいう：

e2i = ei for i = 1, 2, . . . , n（つまり各 eiはべき等）

eiej = 0 for i ̸= j

e1 + e2 + · · ·+ en = 1R

命題 2.65. Rを k代数、e1, e2, . . . , en ∈ Rをべき等元の完備直交系とする。このとき、R加群M の
下部 k加群は次の直和分解をもつ：

M = e1M ⊕ e2M ⊕ · · · ⊕ enM

（注意：R加群としての直和分解ではない。）

Proof. m ∈ M をとってくる。m = 1R ·m = (e1 + · · ·+ en)m = e1m+ · · ·+ enmがなりたつ。これ
はM = e1M + · · ·+ enM ということを示している。

i = 1, 2, . . . , nを一つ決める。m ∈ eiM ∩ (
∩

j ̸=i ejM)をとってくる。ein = m =
∑

j ̸=i ejljをみた
す n, lj ∈ M が存在する。右辺と左辺に eiを掛けるとべき等性と直交性 eiej ̸= 0より、m = ein = 0
を得る。よって、eiM ∩ (

∩
j ̸=i ejM) = 0を得る。

2.11.2

命題 2.65を EndR(M)加群M に適用すると次が証明できます：

命題 2.66. R加群Mのn個の自己R加群準同型写像 e1, e2, . . . , en ∈ EndR(M)が次を満たすとする：

e2i = ei for i = 1, 2, . . . , n（つまり各 eiはべき等）

eiej = 0 for i ̸= j

e1 + e2 + · · ·+ en = idM

（これを満たすものをべき等自己準同型写像の完全直交系という。）
このとき、M はの下部 k加群は次の直和分解をもつ：

M = Im e1 ⊕ Im e2 ⊕ · · · ⊕ Im en
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命題 2.66の系として次が得られます：

系 2.67. M をR加群、e :M →M をべき等自己準同型写像とする。

(1) e′ := idM −eもM のべき等自己準同型写像である。

(2) e ◦ e′ = 0, e′ ◦ e = 0, e+ e′ = idM がなりたつ。

（つまり、e, e′はべき等自己準同型写像の完備直交系である。）

(3) Ker e = Im e′, Ker e′ = Im eがなりたつ。

(4) 次の直和分解が存在する：
M = Im e⊕Ker e.

Proof. (1)(2)は計算すれば分かる（のでやってみよう）。
(3). (2)より Im e′ ⊂ Ker eがなりたつ。
m ∈ Ker eをとってくる。次の計算より e′(m) = m,特にm ∈ Im e′がわかる。

m = idM(m) = e(m) + e′(m) = e′(m).

(4) (2)(3)と命題 2.66の帰結。

2.11.3 分裂単射、分裂単射と直和分解

定義 2.68. (1) R加群準同型写像 f : M → N が分裂単射とは、R加群準同型写像 g : N → M で
g ◦ f = idM を満たすものが存在することをいう。

(2) R加群準同型写像 f : M → N が分裂単射とは、R加群準同型写像 g : N → M で f ◦ g = idN を
満たすものが存在することをいう。

• 分裂単射は単射である。分裂全射は全射である。逆は一般には不成立。

• 分裂単射は section と呼ばれることもある。分裂全射は retractionと呼ばれることもある。

系 2.69. R加群M の部分加群N にたいして次は同値である：

(1) N はM の直和因子である。

(2) M のべき等自己準同型写像 eで Im e = N を満たすものが存在する。

(3) M のべき等自己準同型写像 e′でKer e′ = N を満たすものが存在する。

(4) 標準的な単射 i : N →M は分裂単射である。

(5) 標準的な全射 p :M →M/N は分裂全射である。

Proof. (1) ⇒ (4) N ⊕ L =M となる部分加群 Lをとる。標準的な射影を pとおく：

p :M = N ⊕ L→ N, m = (n, l) 7→ n

p ◦ i = idN がなりたつ。

(4) ⇒ (2). p : M → N を p ◦ i = idN をみたすR準同型写像とする。e := i ◦ p : M → M はべき
等自己準同型写像であり Im e = N であることは容易にわかる。

(2) ⇒ (3) e′ := id−eとおけばよい。
(3) ⇒ (1) は補題 2.67から従う。

(1) ⇒ (5) N ⊕ L =M となる部分加群 Lをとる。
j : L→M を標準的な単射とする。
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主張 2.70. f := p ◦ jは同型写像である。

i := j ◦ f−1とおけば p ◦ i = idM/N がなりたつ。

(5) ⇒ (3) i :M/N →M を p ◦ i = idM/N を満たす準同型写像とする。e′ := i ◦ pはべき等自己準
同型であり、Ker e′ = Ker p = N がなりたつ。

(3) ⇒ (2) e := id−e′とおけばよい。

次の様に整理しておいた方が使いやすいかも知れない。

系 2.71. 単射R加群準同型写像 i : N →M にたいして次は同値である：

(1) i : N →M は分裂単射である。

(2) 直和分解M ∼= N⊕Cok iが存在して、この同型の元で i : N →Mは標準的な単射N → N⊕Cok i
に一致する。

(3) M のべき等自己準同型写像 eで Im e = Im i ∼= N を満たすものが存在する。

(4) M のべき等自己準同型写像 e′でKer e′ = Im i ∼= N を満たすものが存在する。

系 2.72. 全射R加群準同型写像 p :M → N にたいして次は同値である：

(1) p :M → N は分裂全射である。

(2) 直和分解M ∼= N⊕Ker pが存在して、この同型の元でp :M → Nは標準的な全射N⊕Ker p→ N
に一致する。

(3) M のべき等自己準同型写像 eで制限写像 p|Im e : Im e→ N が同型であるものが存在する。

(4) M のべき等自己準同型写像 e′で制限写像 p|Ker e′ : Ker e′ → N が同型であるものが存在する。

2.12 半単純環

定義 2.73. 環Rが半単純とは、任意のR加群M の任意の部分加群N ⊂ M が直和因子であること
をいう。

注意 2.74. この講義では加群は左加群を意味しました。なので、半単純という性質も左半単純と呼
ぶべきと感じる方もおられるでしょうが、後に述べるArtin-Wedderburnの定理により、左半単純環
と右半単純環は同じものとわかります。

例 2.75. 体Kは半単純環である。
皆さんご存じの通り、Kベクトル空間 V の部分空間U ⊂ V は捕空間を持ちます。これは体Kは

半単純ということに他なりません。

半単純ではない環もあります。それを示すのは練習問題です。

練習問題 2.76. 整数環 Zは半単純ではないことを示してください。

ヒント：

• Z加群Mとその部分加群N ⊂MでMの直和因子になっていないものが存在することを示します。

• Z加群M = Zを考えます。そして部分加群N := 2Zが直和因子でないこと示しましょう。つまり、
部分加群 LでM = N ⊕ Lとなるものが存在しないことを示しましょう。
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• L = 0とL ̸= 0で場合分けをします。それぞれの場合でM がN とLの直和であると仮定して矛盾
を導きましょう。

• L = 0の場合は簡単ですね。

（M の要素mはN の要素 n ∈ N と Lの要素 l ∈ Lの和であらわせるでしょうか？？？？）

• L ̸= 0の場合は、、、、、

（M の要素mはN の要素 n ∈ N と Lの要素 l ∈ Lの和であらわせるでしょうか？そのあらわし
方は一意的でしょうか？？？？？）

• 復習しておくと、M の部分加群 Lはある非負整数 nが存在して L = nZと表せましたね。これを
用いるといいかもしれません。

半単純環はどのような環であるのかが決定されています。

定理 2.77 (Artin-Wedderburnの定理). 環Rに対して次は同値：

(1) Rは半単純環である。

(2) 可除代数4D1, D2, . . . , Drと正整数 n1, n2, . . . , nrが存在して環同型が存在する：

R ∼= Mn1(D1)×Mn2(D2)× · · · ×Mnr(Dr).

これは環構造から半単純環を特徴づける定理ですが、後にホモロジー代数的な半単純環の特徴づ
けを与えます。

2.13 具体例：一変数多項式環上の加群

Kを体とします。K上の一変数多項式環K[X]の上の加群を考えてみましょう。
K[X]加群M を考える、というのはK 加群（つまり、K ベクトル空間）V とK 自己線形写像

ϕ : V → V の組 (V, ϕ)を考えることに他ならないことを見ていきましょう。

2.13.1 M ↔ (V, ϕ)

K[X]加群Mを考えるというのはK加群 V とその自己線形写像 ϕ : V → V の組 (V, ϕ)を考えること
に他ならないことを見ていきましょう。

(V, ϕ) 7→M

（K加群とはKベクトル空間のことであり、K準同型写像というのはK線形写像のことでした。）
K加群V とその自己K準同型写像ϕ : V → V との組 (V, ϕ)から多項式環K[X]上の加群M :=M(V,ϕ)

を以下で定義します：

• M の下部加法群は V の下部加法群と定義します。

• 要素 f(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
nの V への作用を以下で定義します：

f(X)v := a0v + a1ϕ(v) + a2ϕ
2(v) + · · ·+ anϕ

n(v).

4可換とは限らない体
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M 7→ (V, ϕ)

K[X]は体Kを部分環として含んでいるので、K[X]加群Mは制限加群を考えることで自然にK
加群 KM と見なせました。
つまり、V := KM というK加群が得られました。もともとM はK[X]加群なので、変数X を

K加群 V にかけるという作用が定まっています。その作用を ϕ : V → V と書くことにしましょう。

ϕ(v) := X · v for all v ∈ V

この写像 ϕ : V → V がK 加群の準同型写像です（もともとM がK[X]加群であることから従い
ます）。
一般の要素 f(X) =

∑n
i=0 aiX

iの V への作用はK線形写像 ϕを使って次の様に表せます：

f(X) · v = a0v + a1ϕ(v) + a2ϕ
2(v) + · · ·+ anϕ

n(v).

つまり、K[X]加群M は上の節の記号を用いれば

M =M(V,ϕ)

と表せます。

2.13.2 部分加群、剰余加群はどう表せる？

上の節ではK加群とK[X]加群を V とM で分けて表してきましたが、ここからは両方ともM で表
すことにします。

補題 2.78. M をK 加群、ϕ : V → V を自己線形写像とし、組 (M,ϕ)から定まるK[X]加群M =
M(M,ϕ)を考える。
部分集合N ⊂Mが部分K[X]加群であるための必要条件はNが部分K加群であり、更にϕ(N) ⊂

N が成り立つことである。

体K上の加群（つまりKベクトル空間）で特別に成り立つこととして、部分K加群N ⊂M が
補空間N ′をもつことでした。補空間というのはM = N ⊕ N ′を満たす部分加群N ′ ⊂ M のことで
した。このときK加群としての剰余加群M/N は補空間N ′と同型です。

練習問題 2.79. 商写像 π :M →M/N をN ′に制限した写像 π|N ′ : N ′ →M/N はK加群の同型写像
であることをしめせ。

注意 2.80. 一般の環R上の部分加群は補加群をもつとは限りません。

M をK加群、ϕ : V → V を自己線形写像とし、組 (M,ϕ)から定まるK[X]加群M = M(M,ϕ)を
考えましょう。K[X]部分加群N ⊂Mを考えましょう。うえの補題から ϕ(N) ⊂ Nが成り立ちます。

N ′をN のK加群として補空間とする。するとK加群としての直和表示M = N ⊕N ′がありま
す。要素m ∈M はm = n+ n′ (n ∈ N,n′ ∈ N ′)の形に一意的に表示されます。

2.14 双線型形式

定義 2.81. M を右R加群、N を左R加群、Lを Z加群とする。写像B : M ×N → LがR上の双
線型形式とは次がなりたつことをいう：

B(m1 +m2, n) = B(m1, n) +B(m2, n)

B(m,n1 + n2) = B(m,n1) +B(m,n2)

B(mr, n) = B(m, rn)

ただし、m,m1,m2 ∈M, n, n1, n2 ∈ N, r ∈ Rは任意の要素である。
R上の双線型形式の空間をBilR(M,N ;L)と表す。
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命題 2.82. M を右R加群、N を左R加群、Lを Z加群とする。次の写像は Z加群の同型である：

(1)
Φ : BilR(M,N ;L)→ HomR(N,HomZ(M,L)), ΦB(n)(m) := B(m,n)

定義の詳細は証明を読んでください。

(2)
Φ′ : BilR(M,N ;L)→ HomRop(M,HomZ(N,L)), Φ′

B(m)(n) := B(m,n)

Proof. まずは写像Φの定義を解説します。写像Φを定めるにはR上の双線型形式B : M ×N → L
にたいしてR準同型写像ΦB : N → HomZ(M,L)を定義しなければいけません。なので各要素n ∈ N
にたいして HomZ(M,L)の要素 ΦB(n)を定めなければいけません。Z加群 HomZ(M,L)の要素は Z
加群準同型写像だったので、ΦB(n)は Z加群準同型写像

ΦB(n) :M → L, m 7→ ΦB(n)(m)

です。このそれぞれのm ∈M の像をB(m,n)と定義するというのが、命題の主張で与えたΦの定義
です。
各 n ∈ N にたいして写像ΦB(n) : M → L, m 7→ B(m,n)は Z加群準同型写像であることの確認

が必要ですが、それは各自にお任せします。

逆写像が以下で与えられる事が容易に確認できる：

Ψ : HomR(N,HomZ(M,L))→ BilR(M,N ;L), Ψf (m,n) := f(n)(m)

3 自由R加群

3.0.1 自由加群

環RをR加群として見たものを正則R加群と呼ぶこともあります。（他の呼び方は「階数 1の自由加
群」。）（正則加群と呼称される加群のクラスはあるので注意。）

定義 3.1. 正則R加群（のコピー）の直和と同型なR加群のことを自由加群と呼びます：

M ∼= R⊕I .

例 3.2. 複素数体C上の数ベクトル空間Cnは可換環C上の自由加群です。

線形代数で任意のベクトル空間は数ベクトル空間と同型であることを学びました。たぶん、線形
代数では有限次元ベクトル空間しか扱っていないと思いますが、同様のことは無限次元でも正しいの
です。
そのことを、自由加群を使って翻訳すると、次の様になります：

定理 3.3. 体K上の加群M は全て自由加群である。

自由R加群R⊕I の基本ベクトルを以下で定めます：各 i ∈ Iにたいして、要素 ei ∈ R⊕I を第 i成
分は 1であり、その他の成分は 0であるものと定める：

ei := (δij)j∈I .
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3.0.2 一次独立、基底

ベクトル空間の生成系の概念を安直にR加群に拡張しすることで、R加群の生成系の概念を定義し
ました。
同様に、一次独立、基底の概念も導入します。

定義 3.4. M をR加群をとする。

(1) 有限集合 {m1, . . . ,mn} ⊂M が一次独立とは、r1, r2, . . . , rn ∈ Rが等式

r1m1 + r2m2 + · · ·+ rnmn = 0

を満たせば、r1 = 0, r2 = 0, . . . , rn = 0がなりたつことをいう。

(2) 部分集合X ⊂M がR上一次独立とは、任意の有限部分集合 Y ⊂ Xが一次独立なことをいう。

(3) 生成系かつ一次独立な部分集合X ⊂M の基底とよぶ。

例 3.5. 基本ベクトルの集合 {ei | i ∈ I} ⊂ R⊕I はR⊕I の基底です。

命題 3.6. R加群M が自由R加群であるための必要十分条件はM がR上の基底を持つことである。

自由R加群M を表示するのに、基底をつけてあらわす方法もあります：

M ∼=
⊕
x∈X

Rx.

自由加群が自由と言われる所以は、多分、次の命題にあります：
演習問題 2.49と命題 2.61から導出できます。

命題 3.7. 自由加群 R⊕I の集合 I で添え字付けられる標準的な基底を {e⃗i}と表すとする：R⊕I =⊕
i∈I Re⃗i. このとき、次の写像はR加群の同型を与える：

HomR(R
⊕I ,M)

∼=−→M
∏

I , f 7→ (f(e⃗i))i∈I .

逆写像は次で与えられる

M
∏

I ∼=−→ HomR(R
⊕I ,M), (mi)i∈I 7→

[∑
i∈I

rie⃗i 7→
∑
i∈I

rimi

]

命題 3.8. R加群M の部分集合X ⊂M の誘導するR加群準同型写像

f : R⊕X →M,
∑
i∈I

rie⃗i 7→
∑
i∈I

rixi

の像はXの生成する部分R加群 ⟨X⟩である。
f が全射であるための必要十分条件はXがM の生成系であることである。

系 3.9. R加群M にたいして自由加群 F からの全射R加群準同型写像 p : F →M が存在する。

系 3.10. R加群M が有限生成であるための必要十分条件は有限生成自由R加群R⊕nからの全射R
準同型写像R⊕n →M が存在することである。
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3.0.3 自由加群ではない加群

例 3.11. Rを環、I ⊊ Rを非零イデアルとする。このとき、剰余加群R/Iは自由ではない。
R/Iが自由R加群とする。X ⊂ R/Iを基底とする。R/I ̸= 0より、X ̸= ∅である。要素 x ∈ X

を選ぶ。すると {x}は R上一次独立でなくてはならない。つまり、任意の r ∈ R \ {0}にたいして
rx ̸= 0でなくてはない。しかし、R/Iの定義より Ix = 0なので、I = 0となり矛盾。

このことから、次の命題が分かります。

命題 3.12. 可換環R ̸= 0にたいして次は同値：

(1) Rは体。

(2) 任意のR加群は自由加群。

3.0.4 自由表示 (free presentation)

定義 3.13. R加群M の自由表示とは完全列

F1 → F0 →M → 0

で、F0, F1が自由加群であるものをいう。
F0, F1がともに有限生成自由加群としてとれるときM を有限表示とよぶ。

• 上の系 3.9より自由表示は存在する。

練習問題 3.14 (標準的な自由表示（バカでかい）). M（の下部集合）を基底とする自由加群をF と
する：F := R⊕M = (

⊕
m∈M R[m]). 写像 p : F →M を

p(
∑
m∈M

xm[m]) :=
∑
m∈M

xmm

と定める。M 自身はM の生成系なので命題 3.8より、この写像は全射R加群準同型写像である。
X := R×R×M ×M を基底とする自由加群をGとする：G :=

⊕
(a,b,m,n)∈X R[(a, b,m, n)]. 写像

q : G→ F を

q(
∑

(a,b,m,n)∈X

y(a,b,m,n)[(a, b,m, n)]) :=
∑

(a,b,m,n)∈X

y(a,b,m,n)(a[m] + b[n]− [am+ bn])

と定める。このとき図式G
q−→ F

p−→M → 0は完全である。

ヒント：Im q ⊂ Ker pは明らか。
逆の包含関係を示すには

a[m] + b[n] ≡ [am+ bn] (mod Im q)

を使って帰納的に

a1[m1] + a2[m2] + · · ·+ ar[mr] ≡ [a1m1 + a2m2 + · · ·+ armr] (mod Im q)

が成り立つことを示す。
また、q[(1, 1, 0, 0)] = [0] + [0]− [0 + 0] = [0]なので [0] ≡ 0 (mod Im q)である。
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4 加群のテンソル積

4.1 定義と基本的な性質

定義 4.1. 右R加群M と左R加群N から以下で構成される Z加群M ⊗R N をM とN のR上のテ
ンソル積という：

Step 1. まず直積集合M ×N を基底とする自由 Z加群を F とする：

F := Z[M ×N ]

• m ∈M,n ∈ N にたいして [m,n] := [(m,n)]と定める。

Step 2. 以下の元で生成される F の部分 Z加群を Iとおく：

[m1 +m2, n]− [m1, n]− [m2, n],

[m,n1 + n2]− [m,n1]− [m,n2],

[mr, n]− [m, rn],

ただしm,m1,m2 ∈M, n, n1, n2 ∈ N, r ∈ Rは任意の要素を走る。

Step 3. Z加群 F の Iによる商加群をM ⊗R N と定める：

M ⊗R N := F/I.

• m ∈M, n ∈ N にたいしてm⊗ n := [m,n] mod Iと定める。

補題 4.2. M を右 R加群、N を左 R加群とする。以下のテンソル積M ⊗R N の要素の等式が成り
立つ：

(1) (m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n for m1,m2 ∈M, n ∈ N .

（注：左辺の+はM の中での和、右辺のものはM ⊗RN の和。慣れるまではこういうことも意
識しよう。）

(2) m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2 for m ∈M, n1, n2 ∈ N .

(3) (mr)⊗ n = m⊗ rn for m ∈M, n ∈ N, r ∈ R.

(4) 0⊗ n = 0, m⊗ 0 = 0 for m ∈M,n ∈ N .

（注：どちらの等式においても右辺は Z加群M ⊗R N のゼロ元。）

(5) a(m⊗ n) = (ma)⊗ n = m⊗ (an) for a ∈ Z, m ∈M, n ∈ N .

（注：左辺は要素m⊗ n ∈M ⊗R N の整数 a倍）

注意 4.3. 以下の二つの命題は抽象的な方法で証明することもできるが、定義に基づいた直接的な証
明を与える。

命題 4.4. M を右R加群、N を左R加群とする。次の Z加群の同型が存在する：

(1) M ⊗R R ∼= M, m⊗ r 7→ mr.

(2) R⊗R N ∼= N, r ⊗ n 7→ rn.

25



Proof. (1) 定義 4.1の記号をN = Rとして使う。Z加群準同型写像 f : F →Mを f([m.r]) := mr for
m ∈M, r ∈ Rと定める。つまり、

f(
l∑

i=1

ai[mi, ri]) :=
l∑

i=1

miriai.

これが全射であることは明らか。なので I = Ker fを示せば、準同型定理よりM⊗RN = F/I ∼= R
が分かる。
包含関係 I ⊂ Ker f を示すには Step 2で挙げた I の生成元がKer f に属することを示せばよい。

そのことは３種類の要素それぞれにたいして以下の様に直接計算で示される：

f([m1 +m2, r]− [m1, r]− [m2, r]) = (m1 +m2)r −m1r −m2r = 0,

f([m, r1 + r2]− [m, r1]− [m, r2]) = m(r1 + r2)−mr1 −mr2 = 0

f([ms, r]− [m, sr]) = (ms)r −m(sr) = 0.

包含関係 I ⊃ Ker f を示す。補題 4.2より次がなりたつ：

主張 4.5. 次が成り立つ：

(1) α ∈ F にたいして α− [f(α), 1] ∈ Iがなりたつ。

(2) [0, 1] ∈ I.

Proof. (1) 補題 4.2より
l∑

i=1

ai[mi, ri]− [
l∑

i=1

miriai, 1] ∈ I

がなりたつ。

α ∈ Ker fをとってくる。α = (α−[f(α), 1])+[f(α), 1]である。主張よりα−[f(α), 1)]と [f(α), 1] =
[0, 1]は Iに属するので αもそうである。

(2)も (1)と同様。

命題 4.6. 次が成り立つ：

(1) {Mλ | λ ∈ Λ}を右R加群の族、N を左R加群とする。すると Z加群の同型

(
⊕
λ∈Λ

Mλ)⊗R N ∼=
⊕
λ∈Λ

(Mλ ⊗R N), (
∑
λ

mλ)⊗ n 7→
∑
λ

mλ ⊗ n

が存在する。

(2) 右と左を入れ替えたバージョンの命題

• この命題を「直和とテンソル積は可換である」と言い表すことが多い。
（より一般に、テンソル積は余極限と可換である。）
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4.1.1

命題 4.7. (1) f ;M →M ′を右R加群の準同型写像、g : N → N ′を左R加群準同型写像とする。次
で定まる Z加群準同型写像

f ⊗ g :M ⊗R N →M ′ ⊗R N
′, m⊗ n 7→ f(m)⊗ g(n)

は well-definied である。

(2) 等式 idM ⊗ idN = idM⊗N がなりたつ。

(3) f ;M →M ′, f ′ :M ′ →M ′′を右R加群の準同型写像、g : N → N ′, g′ : N ′ → N ′′を左R加群準
同型写像とする。等式 (f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g) = (f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g).

(4) f ;M →M ′を右R加群の準同型写像、g : N → N ′を左R加群準同型写像とする。

(5) 写像

⊗ : HomRop(M,M ′)× HomR(N,N
′)→ HomZ(M ⊗R N,M

′ ⊗R N
′), (f, g) 7→ f ⊗ g

は Z上の双線形形式である。
よって、下の定理 4.8より次の写像を誘導する：

⊗ : HomRop(M,M ′)⊗Z HomR(N,N
′)→ HomZ(M ⊗R N,M

′ ⊗R N
′), f ⊗ g 7→ f ⊗ g

（注意：二つの f ⊗ gの意味の違いを把握しよう。）

4.2 双線型形式との関係：普遍性によるテンソル積の特徴づけ

定理 4.8. M を右R加群、N を左R加群とする。次がなりたつ：

(1) 写像 β :M ×N →M ⊗R N, β(m,n) := m⊗ nはR上の双線型形式である。

(2) LをZ加群、B :M ×N → LをR上の双線型形式とする。Z加群準同型写像 B̃ :M ⊗R N → L
が一意的に存在してB = B̃ ◦ βを満たす。

(3) Z加群 Lにたいして定まる次の写像は Z加群の同型写像である：

β∗ : HomZ(M ⊗R N,L)→ BilR(M,N ;L), ϕ 7→ ϕ ◦ β.

(4) Z加群 T とR上の双線型形式 γ :M ×N → T の組 (T, γ)が次の性質を満たすとする：

Z加群 Lにたいして定まる次の写像は Z加群の同型写像である：

γ∗ : HomZ(T, L)→ BilR(M,N ;L), ϕ 7→ ϕ ◦ γ.

すると、Z加群同型写像 γ̃ :M ⊗R N
∼=−→ T が一意的に存在して γ = γ̃ ◦ βを満たす。

Proof. (1) 補題 4.2より従う。
(2)　定義 4.1の記号を用いる。
B̃ の存在：Z準同型写像 B̂ : F → Lを B′([m,n]) := B(m,n)と定める。I ⊂ KerB′が成り立

つ（ことは各自で確かめよう）。よって、準同型定理より Z加群準同型写像 B̃ : M ⊗R N → Lで
B̃(m⊗ n) = B(m,n)となるものを得る。最後の等式はB = B̃ ◦ βということに他ならない。
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B̃の一意性：βの像はM⊗RNの生成系なので、この上の値だけでZ加群準同型写像 B̃ :M⊗RN →
Lの値は決定される。

(3) これは (2)のいいかえに過ぎない。

(4) (2)より Z加群準同型写像 γ̃ : M ⊗R N → T が一意的に存在して γ = γ̃ ◦ βを満たす。また、
仮定より Z加群準同型写像 β̂ : T →M ⊗R N が存在して β = β̂ ◦ γを満たす。
等式β = (β̂ ◦ γ̃)◦βが成り立つ。これは (2)をL =M⊗RN,B = βに適用したときに、β̃ = β̂ ◦ γ̃で

あることを言っている。一方、明らかに β̃ = idM⊗RNである。よって、β̃の一意性より β̂ ◦ γ̃ = idM⊗RN

が成り立つ。
同様の議論で γ̃ ◦ β̂ = idT が分かる。

注意 4.9 (圏論をご存じの方向け). (3)はテンソル積M⊗RNが関手ModZ→ ModZ, L 7→ BilR(M,N ;L)
を表現しているということ。(4)は米田の補題の適用例である。

テンソル積の性質はこの定理による特徴づけを用いて証明されるものがたくさんある。命題 4.4
の別証明を与える。

命題 4.4の別証明. R上の双線形形式 γ : M × R → M, (m, r) 7→ mrが定理 4.8 (4)の性質を満たす
ことを示せばよい。

B :M ×R→ LをR上の双線形形式とする。Z加群準同型写像 B̂ :M → Lを B̂(m) := B(m, 1)
と定める。これがB = B̂ ◦ γを満たすことは以下の計算で確かめられる：

B̂ ◦ γ(m, r) = B̂(mr) = B(mr, 1) = B(m, r).

Z加群準同型写像 b : M → LがB = b ◦ γを満たすとする。すると b = B̂であることが以下の計
算で確かめられる：

b(m) = b(γ(m, 1)) = b ◦ γ(m, 1) = B(m, 1) = B̂(m).

練習問題 4.10. 命題 4.6を上の方法で証明しよう。

4.3 ⊗-Hom随伴
定理 4.8と命題 2.82と合わせると次が分かる。

定理 4.11. M を右R加群、N を左R加群, Lを Z加群とする。

(1) 写像
Φ : HomZ(M ⊗R N,L)

∼=−→ HomR(N,HomZ(M,L)),Φβ(n)(m) := β(m⊗ n)
は同型写像であり、逆写像は

Ψ : HomR(N,HomZ(M,L))
∼=−→ HomZ(M ⊗R N,L), Ψf (m⊗ n) := f(n)(m)

である。

(2) 写像
Φ′ : HomZ(M ⊗R N,L)

∼=−→ HomRop(M,HomZ(N,L)),Φ
′
β(m)(n) := β(m⊗ n)

は同型写像であり、逆写像は

Ψ′ : HomRop(M,HomZ(N,L))
∼=−→ HomZ(M ⊗R N,L), Ψ′

f (m⊗ n) := f(m)(n)

である。
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4.3.1

（この内容はここが適切な場所なのか？？）

定義 4.12. 環準同型写像 f : S → RがあるとR加群M を S加群とみなす事が次の方法でできる：

sm := f(s)m

（より正確には、R加群M の下部Z加群にこの方法で S加群構造を入れる、ということ。）こうして
得られる S加群を f に沿った係数制限により得られた S加群と呼ぶ。

• この対応で、R加群準同型写像は S加群準同型写像に移る。（R加群の圏から S加群の圏への関手
が得られるということ。）

• 以下では、環準同型写像 S → Rが与えられた設定ではこの方法でR加群を S加群とみなす。

命題 4.13. 環準同型写像 f : S → Rが与えられているとする。M,N を左R加群、Xを右R加群と
する。

(1) Z加群準同型写像

π : X ⊗S M → X ⊗R M, x⊗m 7→ x⊗m
µ : X ⊗S R⊗S M → X ⊗S M, x⊗ r ⊗ r → xr ⊗m− x⊗ rm

は完全列
X ⊗S R⊗S M

µ−−→ X ⊗S M
π−−→ X ⊗R M → 0

をなす。特に µの余核はX ⊗R M と同型である。

(2) i : HomR(M,N)→ HomS(M,N)を自然な包含写像とする。これと Z加群準同型写像

j : HomS(M,N)→ HomS(M,HomS(R,N)), f 7→ [m 7→ [r 7→ f(rm)− rf(m)]]

は次の完全列を構成する：

0→ HomR(M,N)
i−→ HomS(M,N)

j−−→ HomR(R⊗S M,N).

特に jの核はHomR(M,N)と同型である。

Proof. (1) 余核Cokµの線形形式に関する普遍性を確かめることで証明できる。
(2) これは次の言い換えにすぎない：

HomR(M,N) = {f ∈ HomS(M,N) | f(rm) = rf(m) for all r ∈ R, m ∈M}

4.4 両側加群のテンソル積

ここまでは片側加群同士のテンソル積を考察してきましたが、それは肩慣らしみたいなものです。こ
こからは両側加群同士のテンソル積を扱っていきましょう。
次が命題 4.7から分かる。
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定義兼補題 4.14. MをR-S両側加群、Nを S-T 両側加群とする。Mの右 S加群構造とNを左 S加
群構造を用いて構成された Z加群M ⊗S N に次でR-T 両側加群の構造を入れることが出来る：

r(m⊗ n)t := (rm)⊗ (nt)

ただし r ∈ R, t ∈ T, m ∈M, n ∈ N .
以下、この状況ではM ⊗S N をこの方法でR-T 両側加群とみなす。
また、M,N どちらかが片側加群の場合は、それに応じてM ⊗R N もそうなる。

大概の命題はこの両側加群構造を考慮しても成り立つ。

命題 4.15. M を右R加群、N を左R加群とする。次のR加群の同型が存在する：

(1) M ⊗R R ∼= M, m⊗ r 7→ mr.

(2) R⊗R N ∼= N, r ⊗ n 7→ rn.

• 注意：ここではRをR-R両側加群とみなしている。

命題 4.16. 次が成り立つ：

(1) {Mλ | λ ∈ Λ}をR-S両側加群の族、N を S-T 両側加群とする。するとR-T 両側加群の同型

(
⊕
λ∈Λ

Mλ)⊗S N ∼=
⊕
λ∈Λ

(Mλ ⊗S N), (
∑
λ

mλ)⊗ n 7→
∑
λ

mλ ⊗ n

が存在する。

(2) 右と左を入れ替えたバージョンの命題

命題 4.17. (1) f ;M → M ′をR-S両側加群の準同型写像、g : N → N ′を S-T 両側加群準同型写像
とする。次で定まるR-T 両側加群準同型写像

f ⊗ g :M ⊗S N →M ′ ⊗S N
′, m⊗ n 7→ f(m)⊗ g(n)

は well-definied である。

• 上の設定で f ⊗N := f ⊗ idN とかM ⊗ g := idM ⊗gとか書く。

(2) 等式 idM ⊗ idN = idM⊗N がなりたつ。

(3) f ;M →M ′, f ′ :M ′ →M ′′をR-S両側加群の準同型写像、g : N → N ′, g′ : N ′ → N ′′を S-T 両
側加群準同型写像とする。等式 (f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g) = (f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g)が成り立つ。

(4) f ;M →M ′をR-S両側加群の準同型写像、g : N → N ′を S-T 両側加群準同型写像とする。

(5) 写像

⊗ : HomR−S(M,M ′)× HomS−T (N,N
′)→ HomR−T (M ⊗S N,M

′ ⊗S N
′), (f, g) 7→ f ⊗ g

は Z上の双線形形式である。
よって、定理 4.8より次の写像を誘導する：

⊗ : HomR−S(M,M ′)⊗Z HomS−T (N,N
′)→ HomR−T (M ⊗S N,M

′ ⊗S N
′), f ⊗ g 7→ f ⊗ g

（注意：二つの f ⊗ gの意味の違いを把握しよう。）
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定理 4.18. M をR-S両側加群、N を S-T 両側加群, LをR-T 両側加群とする。

(1) 写像

Φ : HomR−T (M ⊗S N,L)
∼=−→ HomS−T (N,HomR(M,L)),Φβ(n)(m) := β(m⊗ n)

は同型写像であり、逆写像は

Ψ : HomS−T (N,HomR(M,L))
∼=−→ HomR−T (M ⊗S N,L), Ψf (m⊗ n) := f(n)(m)

である。

(2) 写像

Φ′ : HomR−T (M ⊗S N,L)
∼=−→ HomR−S(M,HomT op(N,L)),Φ′

β(m)(n) := β(m⊗ n)

は同型写像であり、逆写像は

Ψ′ : HomR−S(M,HomT op(N,L))
∼=−→ HomR−T (M ⊗S N,L), Ψ′

f (m⊗ n) := f(m)(n)

である。

注意 4.19. 双線形形式に関する命題も同様に両側加群版が成立するが、使うことはないと思うので
省略。

4.5 テンソル積の“結合法則”

命題 4.20. R,S, T, U を環、LをR-S両側加群、M を S-T 両側加群、N を T -U 両側加群とする。こ
のとき、次のR-U 両側加群の同型がある：

βL,M,N : (L⊗S M)⊗T N
∼=−−→ L⊗S (M ⊗T N) (l ⊗m)⊗ n 7→ l ⊗ (m⊗ n)

通常は上の同型を同一視して
L⊗S M ⊗T N

とあらわす。また、ここの要素も
l ⊗m⊗ n

とあらわす。

注意 4.21. 厳密にいうと、上の同型は同型でしかなく集合の等号ではないので同一視するには注意
が必要。詳しくは [4, VII]等のモノイダル圏に関する文献を参考にしてください。

四つ以上の両側加群のテンソル積に関しても同様の記法を用いる。
また、環R上の両側加群M にたいして

M⊗R2 =M ⊗R M, M⊗R3 =M ⊗R M ⊗R M

などと表記する。
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4.6 テンソル代数

定義 4.22. Rを環、M をR両側加群とする。M のR上のテンソル代数 TR(M)を以下で定める：

• （下部加群)

TR(M) :=
⊕
n≥0

M⊗Rn = R⊕M ⊕ (M ⊗R M)⊕ (M ⊗R M ⊗R M)⊕ · · ·

• （積）

(x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xi)(y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yj) := x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yj

4.7 可換環上の加群のテンソル積とk代数のテンソル積

この第 4.7節では可換環R上の加群のテンソル積を扱う。第 2.5.4節で述べた可換環論での慣例にし
たがい、可換環R上の（左）加群をR中心的なR両側加群とみなす。するとR加群M,N のテンソ
ル積M ⊗R N を定義することが出来る。これにはR両側加群の構造が入るが、それがR中心的であ
る事は直ちにわかる：

r(m⊗ n) = (rm)⊗ n = (mr)⊗ n = m⊗ rn = m⊗ (nr) = (m⊗ n)r.

補題 4.23. 可換環R上の加群M,N にたいしてR加群の同型写像

sM,N :M ⊗R N → N ⊗R M, m⊗ n 7→ n⊗m

が存在する。
さらに

s−1
M,N = sN,M

がなりたつ。

Proof. 写像 s̃ :M×N → N⊗RM, (m,n) 7→ n⊗mはR上の双線型形式である。これの誘導するR加
群準同型写像が主張で与えた写像 sM,Nである。同様に、R加群準同型写像 sN,M : N⊗RM →M⊗RN
を作ることが出来る。

sM,N と sN,M が互いに逆写像であることは、テンソル積の普遍性から従う。

4.7.1 k代数のテンソル積

定義 4.24. R,Sを k代数とする。R,Sを k加群とみたときのテンソル積加群R ⊗k Sにたいして以
下の方法で積を与えることで k代数が得られる。それもR⊗k Sとあらわす：

(r1 ⊗ s1)(r2 ⊗ s2) := r1r2 ⊗ s1s2

• R,Sの積写像を µR, µSとあらわすと、上で定義したテンソル積代数R⊗k Sの積写像 µR⊗Sは以下
の合成として得られる：

µR⊗kS : R⊗k S ⊗k R⊗k S
idR ⊗sR,S⊗idS−−−−−−−−→ R⊗k R⊗k S ⊗k S

µR⊗µS−−−−→ R⊗k S

練習問題 4.25. 可換環 k上で行った上の定義が非可換環上では上手くいかない理由を見つけよう。
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命題 4.26. R,Sを k代数とする。写像 i : R→ R⊗k S, r 7→ r ⊗ 1

i : R→ R⊗k S, r 7→ r ⊗ 1,

j : S → R⊗k S, s 7→ 1⊗ s

は k代数の準同型写像であり、像は互いに可換である。

注意 4.27. テンソル積代数は可換k代数の圏の余積を与える。
（可換とは限らない）k代数の圏では余積ではないので注意しよう。

例 4.28. i変数可換多項式環と j変数可換多項式環のテンソル積代数は i+j変数可換多項式環である：

k[x1, x2, . . . , xi]⊗k k[y1, y2, . . . , yj] ∼= k[x1, x2, . . . , xi, y1, y2, . . . , yj]

変数の対応は、
xp ⊗ 1 7→ xp, 1⊗ yq 7→ yq.

4.7.2 包絡代数と（k中心的）両側加群

補題 4.29. kを可換環、Rと Sを k代数とする。
アーベル群M にたいして k中心的なR-S両側加群構造 (λ, ρ)を与えることは（左）R⊗k S加群

構造を与えることと同値である。

Proof. k中心的なR-S両側加群M にたいして（左）R⊗k S加群構造を以下で与えることができる：

(r ⊗ s)m := rms

逆の対応は明らかであろう。

定義 4.30. kを可換環、k代数Rの k上の包絡環（enveloping algebra）Reを

Re := R⊗k R
op

と定める。

• k中心的R両側加群はRe加群と同一視できる。

補題 4.31. (1) 写像 µ : Re → R, µ(a⊗ b) := abはRe加群準同型写像である。

(2) Re加群M にたいして、標準的な同型M ∼= HomRe(Re,M)のもとで単射 µ∗ : HomRe(R,M) →
HomRe(Re,M)に対応するのは標準的な単射Z(M)→M である。

とくに同型Z(M) ∼= HomRe(R,M)が存在する。

ただし
Z(M) := {m ∈M | rm = mr for all r ∈ R}

• HomRe(R,M)はM の 0次ホッホシルトコホモロジーHH0(R;M)である。

Proof.

系 4.32. k代数RをRe加群と見たとき、次の写像は k代数の同型である：

Z(R)
∼=−−→ EndRe(R), z 7→ [r 7→ rz].
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5 完全列、短完全列

5.1 完全列、短完全列

M1,M2,M3をR加群、f1 : M1 → M2, f2 : M2 → M3をR加群準同型写像とする。この状況を以下
の様にあらわし加群準同型の列と呼んだりする：

M1
f1−−→M2

f2−−→M3.

R加群とその間準同型が沢山ある場合でも同様の図式であらわし加群準同型の列と呼んだりする：

· · · →M0
f0−−→M1

f1−−→M2
f2−−→M3 → · · · →Mi

fi−−→Mi+1 → · · ·

（両端とも無限、片方だけ有限、両端とも有限の全ての場合があります。）

定義 5.1. (1) R加群準同型の列M1
f1−−→ M2

f2−−→ M3が完全とはKer f2 = Im f1が成り立つことを
いう。

注意：この条件から f2 ◦ f1 = 0が従う。

(2) R加群準同型の列

· · · →M0
f0−−→M1

f1−−→M2
f2−−→M3 → · · · →Mi

fi−−→Mi+1 → · · ·

が完全とは、各 iにたいしてKer fi = Im fi−1が成り立つことをいう。

(3) R加群の短完全列とは次の形の完全列のことを指す：

(5-1) 0→M1
f1−−→M2

f2−−→M3 → 0

補足：短完全列をこれから使い倒します。キチンと把握しておくことは必須なので詳しく説明し
ます。

短完全列という概念にはM0 = 0,M4 = 0が定義に含まれている。0加群からの準同型写像
f0 : 0→M1と 0加群への準同型写像 f3 :M3 → 0は一意的に定まるので名前を書かない。

短完全列という条件を書き下すと以下である：

Ker f1(= Im f0) = 0, Ker f2 = Im f1, Im f2(= Ker f3) =M3

よって、f1は単射、f2は全射である。

つまり、

• 短完全列 (5-1)というのは、単射準同型 f1 :M1 →M2と全射準同型 f2 :M2 →M3でKer f2 =
Im f1を満たすものの組のことである。

• f1は単射なので f1はM1と Im f1の同型を誘導する。この f1によりM1を Im f1（こちらはM2

の部分R加群）と同一視する。

• f2は全射なのでM3
∼= Cok f2である。

例 5.2. (0) R加群M と部分R加群N ⊂M にたいして標準的な単射を i : N →M ,標準的な全
射を p :M →M/N とすると次の完全列が得られる：

0→ N
i−→M

p−−→M/N → 0
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5.1.1 分裂完全列

定義 5.3. 加群準同型の完全列

· · · →M0
f0−−→M1

f1−−→M2
f2−−→M3 → · · · →Mi

fi−−→Mi+1 → · · ·

が分裂完全（あるいは　分裂する）とは、各 iにたいして準同型写像 hi :Mi →Mi−1が存在して、任
意の iにたいして

hi+1 ◦ fi + fi−1 ◦ hi = idMi

が成り立つことをいう。

次はよく使う。

例 5.4. R加群の短完全列
0→M1

f1−−→M2
f2−−→M3 → 0

が分裂するとはR加群準同型写像

h2 :M2 →M1, h3 :M3 → m2

が存在して以下を満たすことと言い換えられる：

h2 ◦ f1 = idM1 , h3 ◦ f2 + f1 ◦ h2 = idM2 , f2 ◦ h3 = idM3

補題 5.5. R加群の短完全列

(5-2) 0→M1
f1−−→M2

f2−−→M3 → 0

にたいして次は同値：

(1) 短完全列 (5-2)は分裂する。

(2) f1は分裂単射である。つまり、R加群準同型写像 h2 : M2 → M1が存在して h2 ◦ f1 = idM1を満
たす。

(3) f2は分裂全射である。つまり、R加群準同型写像 h3 : M3 → M2が存在して f2 ◦ h3 = idM3を満
たす。

(4) R加群の同型写像Φ :M2 →M1 ⊕M3が存在してΦ ◦ f1 = i, q ◦ Φ = f2をみたす。ただし、

i =

(
idM1

0

)
:M1 →M1 ⊕M3,

q =
(
0 idM3

)
:M1 ⊕M3 →M3

は標準的な単射、標準的な全射である。

0 //M1
f1 //M2

f2 //

Φ ∼=
��

M3
// 0

0 //M1 i
//M1 ⊕M3 q

//M3
// 0
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Proof. (1) ⇒ (2), (1) ⇒ (3)は明らか。
(2) ⇒ (1)を示す。
m ∈M2にたいしてm− h3 ◦ f2(m)はKer f2に属することが次の計算で分かる：

f2(m− h3 ◦ f2(m)) = f2(m)− (f2 ◦ h3) ◦ f2(m) = f2(m)− f2(m) = 0.

R加群の準同型写像 h′2 :M2 → Ker f2を以下で定めることができる：

h′2;M2 → Ker f2, m 7→ m− h3 ◦ f2(m).

短完全列の性質より Ker f2 = Im f1 ∼= M1だった。二つ目の同型写像は f1から誘導されるもの
だった。これを σと書くことにする。つまり σ : Im f1 →M1はR加群の準同型写像で任意のm ∈M1

にたいして σ(f1(m)) = m, 任意の n ∈ Im f1にたいして f1(σ(n)) = n をみたすものである。（この条
件から同型であることは従う。）
そこでR加群の準同型写像 h2 :M2 →M1を以下の合成で定める：

h2 :M2

h′
2−−→ Ker f2 = Im f1

σ−−→M1.

あとは次を示せばよい：

主張 5.6. (i) h2 ◦ f1 = idM1.

(ii) h3 ◦ f2 + f1 ◦ h2 = idM2.

Proof. (i) m ∈M1とする。次の計算から主張は示せる：

h2(f1(m)) = σ(f1(m))− σ(h3(f2(f1(m)))) = σ(f1(m)) = m

ただし、二つ目の等号では f2 ◦ f1 = 0を用いた。
(ii) n ∈M2にたいして次がなりたつ：

f1(h2(n)) = f1(σ(n− h3 ◦ f2(n))) = n− h3 ◦ f2(n).

右辺の第二項を移項することで主張を得る。

(1) ⇒ (4). 次のR加群準同型写像が互いに逆写像である：

Φ :=
(
h2 f2

)
:M →M1 ⊕M3

Ψ :=

(
f1
h3

)
:M1 ⊕M3 →M

(3) ⇒ (1)　と (4) ⇒ (1)は 演習問題。

5.2 短完全列とHom

ホモロジー代数では次の事実が基本的です。

命題 5.7. LをR加群とする。R加群の短完全列

0→M1
f1−−→M2

f2−−→M3 → 0

から誘導される次の列は完全である：
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(1)

(5-3) 0→ HomR(L,M1)
(f1)∗−−−−→ HomR(L,M2)

(f2)∗−−−−→ HomR(L,M3)

(2)

(5-4) 0→ HomR(M3, L)
(f2)∗−−−−→ HomR(M2, L)

(f1)∗−−−−→ HomR(M1, L)

（一部だけ証明）. Ker(f2)∗ = Im(f1)∗だけ証明します。
まず、Ker(f2)∗ ⊃ Im(f1)∗を示しましょう。そのためにh ∈ Im(f1)∗をとってきます。像の定義から、

ある g ∈ HomR(L,M1)が存在してh = (f1)∗(g) = f1◦gを満たします。なので (f2)∗(h) = f2◦f1◦g = 0
が成り立ちます。（注意：f2 ◦ f1 = 0を用いている。）
つぎに、Ker(f2)∗ ⊂ Im(f1)∗を示しましょう。
f1 : M1 → M2は単射準同型であり Im f1 = Ker f2なので、f1は値域を制限することで同型写像

f1 :M1

∼=−→ Ker f2を誘導することに注意します。この逆写像を ϕ : Ker f2 →M1とあらわします。
h ∈ Ker(f2)∗をとってきます。0 = (f2)∗(h) = f2 ◦ hがなりたちます。これは Imh ⊂ Ker f2を意

味します。なので、写像 hの値域はKer f2と思うことができます。そこで、g := ϕ ◦ hと定めます。
この gは準同型写像 L→ M1であることに注意します。別の言い方をすると gはHomR(L.M1)の要
素ですね。ϕの定義から次が従います：

(f1)∗(g) = f1 ◦ ϕ ◦ h = h.

これは hが (f1)∗の像に属することを示している。よって証明が終わりました。

練習問題 5.8. 命題 5.7の証明を完成させよう。

命題 5.9. R加群の列
M1

f1−−→M2
f2−−→M3

にたいして次は同値：

(1) 列

0→M1
f1−−→M2

f2−−→M3

は短完全列である。

(2) 任意のR加群 Lにたいして誘導される列

0→ HomR(L,M1)
(f1)∗−−−−→ HomR(L,M2)

(f2)∗−−−−→ HomR(L,M3)

は完全列である。

Proof. (1) ⇒ (2) は命題 5.7による。(2) ⇒ (1) は L = Rとおけばよい。

命題 5.10. R加群の列
M1

f1−−→M2
f2−−→M3

にたいして次は同値：

(1) 列

M1
f1−−→M2

f2−−→M3 → 0

は短完全列である。
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(2) 任意のR加群 Lにたいして誘導される列

0→ HomR(M3, L)
(f2)∗−−−−→ HomR(M2, L)

(f1)∗−−−−→ HomR(M1, L)

は完全列である。

Proof. (1) ⇒ (2) は命題 5.7による。
(2) ⇒ (1).
f2の全射性：C := Cok f2とおき p :M3 → Cを標準的な全射とする。この pはHomR(M3, C)の

元である。等式 f ∗
2 (p) = p ◦ f2 = 0が成り立つことに注意しておく。(2)の成立を仮定しているので特

に L = Cの場合の f ∗
2 は単射性より p = 0を得る。

Im f1 = Ker f2：
包含関係 Im f1 ⊂ Ker f2を示す。(2)を L =M3の場合に適用する。f ∗

1 ◦ f ∗
2 = 0より

f2 ◦ f1 = (f ∗
1 ◦ f ∗

2 )(idM3) = 0

を得る。
包含関係 Im f1 ⊃ Ker f2を示す。D := Cok f1とおき q :M2 → Dを標準的な全射とする。余核の

性質より、R準同型写像a : D →M3が一意的に存在してa◦q = f2を満たす。M3
∼= M2/Ker f2, D =

M2/ Im f1よりKer a ∼= Ker f2/ Im f1である。なので aが単射であることを言えばよい。（実際は同
型であることを示すが、、）

(2)を L = Dの場合に適用する。f ∗
1 (q) = q ◦ f1 = 0より qはKer f ∗

1 = Im f ∗
2 に属する。よって、

あるR準同型写像 b :M3 → Dが存在して q = b ◦ f2を満たす。
二つの等式より、(b◦a)◦q = q, (a◦b)◦f2 = f2を得る。f2, qの全射性より b◦a = idD, a◦b = idM3

を得る。

5.2.1 ホモロジー代数の始まり

命題 5.7の完全列 (5-3),(5-4)は短完全列ではありません。右端の写像 (f2)∗や (f1)
∗が全射ではない

のです。短完全列にHomR(L,−)やHomR(−, L)をかぶせて得らえる列は短完全列にはならないので
す。なんだか妙な感じですよね。
ここが実はホモロジー代数の始まりなので、右端の準同型が全射になるとはどういう事なのかを

次の命題で見ておきましょう。HomR加群に誘導される写像の全射性を加群の準同型の図式をつかっ
て把握することがポイントです。（といっても、証明は単に写像 f∗, f

∗の全射性を定義に従って書き
下すだけです。）

命題 5.11. f :M → N をR加群準同型、LをR加群とする。
次が成り立つ：

(I) 次は同値である：

(1) 写像 f∗ : HomR(L,M)→ HomR(L,N)は全射である。

(2) 任意のR加群準同型写像 h : L→ N にたいして、あるR加群準同型写像 g : L→M が存
在して h = f ◦ gを満たす。

L
h

��@
@@

@@
@@

g

~~}
}
}
}

M
f

// N
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(II) 次は同値である：

(1) 写像 f ∗ : HomR(N,L)→ HomR(M,L)は全射である。

(2) 任意のR加群準同型写像 h :M → Lにたいして、あるR加群準同型写像 g : N → Lが存
在して h = f ◦ gを満たす。

M
f //

h   A
AA

AA
AA

A N

g
��~
~
~
~

L

5.2.2

命題 5.7の状況を考えて、写像 (f2)∗, (f1)
∗が任意の R加群 Lにたいして全射である条件を調べま

しょう。

命題 5.12. R加群の短完全列
0→M1

f1−−→M2
f2−−→M3 → 0

を考える。次は同値である。

(1) 任意のR加群 Lにたいして (f2)∗は全射である。

(2) 任意のR加群 Lにたいして (f1)
∗は全射である。

(3) R加群M2はM1,M3の直和と同型であり、その同型の下で f1, f2は自然な入射、射影と同一視で
きる。つまり、R加群の同型写像 ϕ :M2

∼= M1 ⊕M3が存在して ϕ ◦ f1 :M1 →M1 ⊕M2は第一
成分への埋め込み、f2 ◦ ϕ−1 :M1 ⊕M2 →M2は第二成分への射影である。

この様な短完全列を分裂短完全列と呼ぶ。

Proof. （(2)⇒(3)だけ証明）
命題 5.11(II)を加群 L = M1, h = idM1 として用いる。ある R加群準同型写像 g : M2 → M1で

g ◦ f1 = idM1を満たすものが存在することが分かる。
R加群準同型写像 ϕ :M2 →M1⊕M3を ϕ(m) := (g(m), f2(m))と定める。この ϕが全単射である

ことを示す。m ∈M2がϕ(m) = 0を満たすとする。すると f2(m) = 0であるからm ∈ Ker f2 = Im f1
である。よって、あるm′ ∈M1が存在してm = f1(m

′)を満たす。さらに 0 = g(m) = g(f1(m
′)) = m′

である。よって、m = f1(0) = 0が分かった。ゆえに ϕは単射である。
n = (m1,m3) ∈M1⊕M3を持ってくる。f2は全射なので、あるm ∈M2が存在して f2(m) = m3を

満たす。m′ := m+f1(m1−g(m))とおく。g◦f1 = idM1 , f2 ◦f1 = 0より g(m′) = g(m)+m1−g(m) =
m1, f2(m

′) = f2(m) = m3である。ゆえに ϕ(m′) = nである。

練習問題 5.13. 命題 5.12の証明を完成させよう。

5.2.3 Hom関手と半単純環

命題 5.12の条件 (3)が任意の単射準同型 i : M1 ↪→ M2にたいして成り立つというのが半単純環の定
義でした。なので、同命題から次が従います。

命題 5.14. 環Rにたいして次は同値：

(1) Rは半単純環。

(2) 任意の加群Lにたいして関手HomR(L,−)はR加群の短完全列をアーベル群の短完全列に移す。

(3) 任意の加群Lにたいして関手HomR(−, L)はR加群の短完全列をアーベル群の短完全列に移す。
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5.3 短完全列とテンソル積

命題 5.15 (テンソル積の右完全性). N を S-R両側加群とする。R加群の完全列

0→M1
f1−→M2

f2−→M3 → 0

にテンソル積N ⊗R −を施すと、次の完全列が得られる：

N ⊗R M1
N⊗Rf1−−−−→ N ⊗R M2

N⊗Rf2−−−−→ N ⊗R M3 → 0

Proof. 命題 5.10より、任意の S加群 Lにたいして、次の列が完全であることを示せばよい：

0→ HomS(N ⊗R M3, L)
(N⊗Rf2)∗−−−−−−→ HomS(N ⊗R M2, L)

(N⊗Rf2)∗−−−−−−→ HomS(N ⊗R M3, L)

⊗-Hom随伴より、この列は次の列と同型である：

0→ HomR(M3,HomS(N,L))
f∗
2−→ HomR(M2,HomS(N,L))

f∗
1−→ HomR(M3,HomS(N,L))

命題 5.7よりこの列は完全なので、もとの列も完全である。

注意 5.16. ⊗-Hom随伴を用いない直接証明については例えば [5, I, Proposition 8.6]を見てください。

5.3.1 N ⊗R M のゼロ元

ちょっとした応用として、テンソル積加群N ⊗R M の要素が 0であることの判定法が得られます。

命題 5.17. N を右R加群、M を左R加群とする。また {mi}i∈I をM の生成系とする。
テンソル積加群N ⊗R M の要素 lは

x =
∑
i∈I

ni ⊗mi

と、ある族 {ni}i∈I ⊂ N で有限個を除いて 0なものにより表せる。
このとき、次は同値：

(1) x = 0.

(2) 族 {lj}j∈J ⊂ N と族 {rji}i∈I,j∈J ⊂ Rが存在して次がなりたつ：

(i) rjiは有限個を除いては 0.

(ii) 各 j ∈ J にたいして
∑

i rjimi = 0.

(iii) 各 i ∈ Iにたいして ni =
∑

j ljrji

Proof. (2) ⇒ (1) は (iii)を代入して計算すれば x = · · · = 0が示せる。
(1) ⇒ (2). 生成系 {mi}i∈I から誘導される完全列

0→ K
i−→ R⊕I i−→M → 0

（ただしK := Ker p）にN をテンソルすると次の完全列が得られる：

N ⊗R K
N⊗i−−→ N ⊗R R

⊕I N⊗p−−→ N ⊗R M → 0.

e⃗iをR⊕I の標準基底とする。
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仮定 x = 0より (N ⊗ p)(
∑

i ni ⊗ e⃗i) = x = 0である。よって完全性より、y ∈ N ⊗R Kが存在し
て (N ⊗ i)(y) =

∑
i ni ⊗ e⃗iを満たす。

y =
∑

j lj ⊗ k⃗jと表す。また部分加群K ⊂ R⊕Iだったので k⃗j =
∑

i rjie⃗iと（R
⊕Iの中で）表すこ

とが出来る。この表示を用いると

(N ⊗ i)(y) =
∑
i,j

ljrji ⊗ e⃗i

がなりたつ。e⃗iの係数を比較して (iii)を得る。また p ◦ i(k⃗)0より (ii)を得る。

n⊗mという形の要素を純テンソル元と呼んだりしますが、これが 0となる条件を系として書い
ておきます。証明はmを含むM の生成系をとり上の命題を使えばよい。

系 5.18. N を右R加群、M を左R加群とする。要素 n ∈ N, m ∈M にたいして次は同値：

(1) n⊗m = 0 in N ⊗R M .

(2) ある l1, . . . , la ∈ N と r1, . . . , ra ∈ Rが存在して次を満たす：

(i) n =
∑a

i=1 liri.

(ii) rim = 0 for i = 1, 2, . . . , a.

例 5.19 (Z加群の捻じれ部分). （ここでは左と右の Z加群を同一視する。）
Z加群M の要素m ∈ M が捩じれ元とはゼロでない整数 a ∈ Zにたいして am = 0が成り立つこ

とをいう。
Z加群M の捻じれ部分Mtorを捩じれ元のなす部分集合とさだめる：

Mtor := {m ∈M | ∃a ∈ Z \ {0}, am = 0}.

系 5.18より、次がわかる。要素m ∈M がM ⊗Z Q内でm⊗ 1 = 0を満たすための必要十分条件
はmが捩じれ元であることである。
別の言い方をすると標準的な単射 i : Z→ QとM とのテンソル積写像M ⊗ i : M → M ⊗Z Qの

各は捻じれ部分Mtorである。ただし、ここでは自然な同型写像M ⊗Z Z ∼= M によりこの両者を同一
視している。
さらに別の言い方をすると、次の列は完全である：

0→Mtor →M
M⊗i−−→M ⊗Z Q.

Proof.

5.4 核、像、余核とテンソル積

右R加群準同型写像 f : X → Y から次の短完全列が得られる：

0→ ker f → X → Im f → 0, 0→ Im f → Y → Cok f → 0.

一纏めに次の様に書くこともあるかも：

0
((QQ

QQQQ 0

ker f
((QQQ

QQQ
Cok f

66mmmmmm

X / /

((QQQ
QQQ Y

66llllll

Im f

66mmmmmm

((QQ
QQQ

Q

0

66mmmmmm 0
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左R加群M とのテンソル積写像

f ⊗M : X ⊗R M → Y ⊗R M, x⊗m 7→ f(x)⊗m

を考える。テンソル積の右完全性から次が従う。

命題 5.20. 右R加群の準同型写像 f : X → Y にたいして自然な同型写像

Cok(f)⊗R M
∼=−→ Cok(f ⊗M),

と自然な全射 Z準同型写像

Im(f)⊗R M ↠ Im(f ⊗M), Ker(f)⊗R M ↠ Ker(f ⊗M)

が存在する。

5.5 蛇の補題

何とかの補題と呼ばれる命題は補題として紹介するべきか？？
（蛇っぽい図式は書けないので各自で補ってください。）

命題 5.21 (蛇の補題). R加群の次の図式は各行が完全とする：

(5-5) L
f //

s
��

M
g //

t
��

N //

u
��

0

0 // L′ f ′
/ /M ′ g′ // N ′

次が成り立つ：

(1) R準同型写像 ∂ : Ker u→ Cok sを以下で定めることが出来る。

Step 1. n ∈ Keruをとってくる。gは全射なので、あるm ∈M が存在して g(m) = nをみたす。

Step 2. g′(t(m)) = u(g(m)) = u(n) = 0より、ある l′ ∈ L′が存在して f ′(l′) = t(m)をみたす。

Step 3. ∂(i′) := l′ mod Im sと定める。

(2) 次の完全列が存在する：

Ker s→ Ker t→ Keru
∂−−→ Cok s→ Cok t→ Coku.

ただし ∂以外は与えられた準同型写像から誘導されるものである。

(3) f : L→M が単射ならばKer s→ Ker tも単射である。

(4) g′ :M ′ → N が全射ならばCok t→ Cokuは全射である。

(5) s, uが単射なら tも単射である。

(6) s, uが全射なら tも全射である。

Proof. (1) 写像 ∂ : Ker u→ Cok sがwell-defined なこと。
m1,m2 ∈Mでg(m1) = n, g(m2) = nを満たすものをとる。また l′1, l

′
2 ∈ L′でf(l′1) = t(m1), f(l

′
2) =

t(m2)を満たすものをとる。m1−m2 ∈ Ker g = Im f より、ある l ∈ Lが存在してm1−m2 = f(l)を
みたす。次の計算をする：

f(l′1 − l′2) = t(m1 −m2) = t(f(l)) = f ′(s(l))

R準同型写像 f ′は単射だったので l1 − l2 = s(l)をえる。

写像 ∂ : Ker u→ Cok sがR準同型写像であることの証明は演習問題とする。
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5.5.1 ５項補題 (5Lemma)

５項補題は直接証明されることも多いが、蛇の補題を使っても証明できる。

系 5.22. (1) R加群の次の図式は各行が完全とする：

(5-6) L
f //

s
� �

M
g //

t
��

N //

u
��

0

L′ f ′
//M ′ g′ // N ′

sが全射であり tが単射ならば、uは単射である。

(2) R加群の次の図式は各行が完全とする：

(5-7) L
f //

s
��

M
g //

t
��

N

u
��

0 // L′ f ′
//M ′ g′ // N ′

Proof. (1) f ′は単射とは限らないので蛇の補題を直接適用することはできない。そこで、g, g′の核を
取ることで次の図式で各行が完全なものが得られる。

(5-8) 0 // Ker g //

s
��

M
g //

t
��

N //

u
��

0

0 // Ker g′
f ′

//M ′ g′ // N ′

この図式に蛇の補題を適用することで次の完全列を得る：

Ker t→ Ker s→ Cok s.

tが単射なのでKer t = 0である。また、sが全射という仮定から誘導される準同型写像 sが全射であ
ることが従う。よって、Cok s = 0である。このことからKeru = 0を結論する。

系 5.23. (1) R加群の次の図式は各行が完全とする：

(5-9) K e //

r
��

L
f //

s
��

M
g //

t
��

N

u
��

K ′ e′ // L′ f ′
//M ′ g′ // N ′

rが全射であり s, uが単射であれば tは単射である。

(2) R加群の次の図式は各行が完全とする：

(5-10) K e //

r
��

L
f //

s
��

M
g //

t
��

N

u
��

K ′ e′ // L′ f ′
//M ′ g′ // N ′

r, tが全射であり uが単射であれば sは全射である。
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Proof. (1) 次の完全列が誘導される：

(5-11) 0 // Ker g //

� �

M //

t
��

Im g //

��

0

0 // Ker g′ //M ′ // Im g′

一番右の垂直矢印 Im g → Im g′は単射N → N ′と整合的なので、単射である。
また、完全列の性質よりKer g = Im f ∼= Cok eである。同様にKer g′ ∼= Cok e′である。系 5.22よ

り、誘導される準同型写像Cok e→ Cok e′は単射である。
蛇の補題を (5-11)に適用することで tは単射と分かる。

系 5.23より次が従う：

命題 5.24 (５項補題). R加群の次の図式は各行が完全とする：

(5-12) K
e //

r
��

L
f //

s
��

M
g //

t
��

N

u
��

h / / P

v
��

K ′ e′ // L′ f ′
//M ′ g′ // N ′ h′

// P ′

rが全射、vが単射、s, uが同型であれば tは同型である。

6 射影加群、入射加群、平坦化群

6.1 射影加群

命題 6.1. R加群 P にたいして次は同値：

(1) 任意の全射準同型 f :M → N にたいして写像 f∗ : HomR(P,M)→ HomR(P,N)は全射。

(2) 任意の全射準同型 f :M → P に対してある準同型 g : P →M が存在して f ◦ g = idP を満たす。

(3) P は自由加群の直和因子である。

定義 6.2. 上の命題 6.1の条件を満たす加群を射影加群とよぶ。

自由加群、とくにR加群Rは射影加群であることを注意しておく。

補題 6.3. 任意のR加群M にたいして射影加群 P からの全射準同型 f : P →M が存在する。

補題 6.4. (1) 射影加群の（無限かもしれない）直和は射影加群である。

(2) 射影加群の直和因子は射影加群である。
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6.2 入射加群

射影加群と双対的な条件を満たす加群を入射加群といいます。条件は双対的なんですが、入射加群の
方が扱いが面倒になることがあります。

命題 6.5. R加群 Iにたいして次は同値：

(1) 任意の単射準同型 f :M → N にたいして写像 f∗ : HomR(N, I)→ HomR(M, I)は全射。

(2) 任意の単射 R加群準同型写像 f : M ↪→ N と R加群準同型写像 g : M → E にたいしてある
h : N → Eが存在して h ◦ f = gをみたす。

（この様な hを f に沿った gの拡張と呼ぶ。）

(3) 任意の単射準同型 f : I →M に対してある準同型 g :M → Iが存在して g ◦ f = idI を満たす。

補足：この性質を「f は分裂単射である」「f は sectionである」といったりする。

定義 6.6. 上の命題 6.5の条件を満たす加群を入射加群とよぶ。

補題 6.7. (1) 入射加群の（無限かもしれない）直和は入射加群である。

(2) 入射加群の直和因子は入射加群である。

射影加群にたいする自由加群に相当するものを入射加群にたいして与えていないので、自明なこ
とではありませんが次が成り立ちます。

命題 6.8. 任意のR加群M にたいして入射加群 Iへの単射準同型 f :M → Iが存在する。

この命題の証明は先送りにします。

6.2.1 入射加群の構成

命題 6.9 (Baer判定法). R加群Eが入射加群であるための必要十分条件は次がなりたつことである：
(♠) 任意の左イデアル i : I ↪→ Rと任意のR準同型写像 f : I → EにたいしてあるR準同型写像

g : R→ Eが存在して g ◦ i = f をみたす。

Proof. 十分条件であることは明らか。必要条件であることを示す。
単射R加群準同型写像 i :M ↪→ N とR加群準同型写像 f :M → Eをとってくる。
M を含むN の部分R加群Lと f の拡張 h : L→ Eの組 (L, h)のなす集合をXとする。この集合

には以下で半順序が入る

(L, h) ≤ (K, k) ⇔ L ⊂ K, k は hの拡張である。

Y を X の全順序部分集合とする。すると LY :=
∪

(L,h)∈Y Lにたいして R加群準同型写像 hY :

LY → Eが各 (L,H) ∈ Y にたいして hY |L = h : L → Eと定義することで得られる。組 (LY , hY )は
Y の上界を与える。
このことからXにたいして Zornの補題を適用することが出来、Xは極大元 (K, k)を持つことが

わかる。あとはK = N を示せばいい。
K ̸= N と仮定する。n ∈ N \Kをとってくる。R準同型写像 t : R→ N, r 7→ rnによるK ⊂ N

の逆像を Iとする。これは左イデアルである。

i := {r ∈ R | rn ∈ K}.
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次の様に写像に名前をつける：
I

s
��

i // R

t
�� k̃

��

R
K

B
6
-
&

!

K //

k
))TTT

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

TT K +Rn
k̂

$$I
I

I
I

I

E

(♠)を仮定しているのでk◦s : I → Eの拡張 k̃ : R→ Eが存在する。R加群準同型写像 k̂ : N+Rn→ E
を次で定義できる：

k̂(x+ rn) := k(x) + k̃(rn) (x ∈ K, r ∈ R).

（上の四角形図式が押し出し (push-out)になっている。）極大性よりK+Rn = Kとなり、特にn ∈ K
となり矛盾。

系 6.10. Rを単項イデアル整域とする。R加群 E が入射加群であるための必要十分条件は任意の
r ∈ Rにたいして掛け算写像 r : E → E, i 7→ riが全射であることである。

Proof. イデアルの包含写像 i : I = Rr ↪→ Rは掛け算写像 r : R → Rと見做せる。標準的な同型
HomR(R,E) ∼= Eのもとで i∗ : HomR(R,E)→ HomR(I, R)は r : E → Eに一致する。

これを使うと次が得られます。

系 6.11. Z加群Q, Q/Zは入射的である。

6.2.2 余生成的入射加群

定義 6.12. R加群Eが余生成的入射加群とは次がなりたつことをいう：

(1) Eは入射加群。

(2) R加群M がHomR(M,E) = 0を満たせばM = 0である。

巡回R加群が左イデアル I ⊂ Rによる剰余加群R/Iと同型であることを使うと次がわかります。

補題 6.13. 入射的R加群Eが余生成的であるための必要十分条件は任意の左イデアル I ̸= Rにたい
してHomR(R/I,E) ̸= 0となることである。

この判定法を使うと次が示せます。

系 6.14. Z加群Q/Zは余生成的入射加群である。

この余生成的入射Z加群Q/Z加群から、任意の環Rにたいして余生成的入射R加群を得るため
に次の補題をつかいます。

補題 6.15. 環準同型写像 f : S → Rを考える。
Eが入射S加群（resp. 余生成的入射S加群）であればR加群HomS(R,E)は入射的R加群 (resp.

余生成的入射R加群) である。

Proof. ⊗-Hom随伴から従う：

HomR(M,HomS(R,E)) ∼= HomS(R⊗R M,E) ∼= HomS(M,E).
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系 6.16. 環Rを考える。R加群HomZ(R,Q/Z)は余生成的入射R加群である。

余生成的入射加群の大事な性質は次です。

命題 6.17. Eを余生成的入射R加群とする。任意のR加群M にたいしてEの直積への単射R加群
準同型写像

M ↪→ E
∏

Λ

が存在する。

Proof. Λ := HomR(M,E)とおく。R加群準同型写像を

F :M → E
∏

Λ, m 7→ (f(m))f∈Λ

と定義する。これが単射であることを示す。
KerF ̸= 0と仮定する。Eが余生成的であることから、あるゼロでない準同型写像 g : KerF → E

が存在する。Eが入射的なので gの拡張 f :M → Eが存在する。F の定義より g = f |KerF = 0とな
るので矛盾。

余生成的入射加群の存在を示しているので、これにて命題 6.8の証明ができたことになります。

6.3 平坦加群

定義 6.18. R加群M が平坦 (flat)とは任意の右R加群の単射準同型写像 f : X → Y にたいしてテ
ンソル積写像

f ⊗M : X ⊗R M → Y ⊗R M

が単射であるこという。

• 補題??より、R加群M が平坦であることは任意の右R加群の短完全列 0→ X → Y → Z → 0に
たいしてテンソル積列

0→ X ⊗R M → Y ⊗R M → Z ⊗R M → 0

が完全であることと同値。

• 右R加群の平坦性も同様に定義される。

補題 6.19. (1) 平坦加群の（有限とは限らない）直和は平坦加群である。

(2) 平坦加群の直和因子は平坦である。

(3) 射影加群は平坦である。

Proof. (1)(2)は短完全列の直和が短完全列であることから従う。また、自由加群が平坦であることも
これから従う。これは (3)の特別な場合である。一般に射影加群は自由加群の直和因子だった。なの
で (3)の一般の場合は (2)から従う。

例 6.20 (射影加群ではない平坦加群の例). Z加群Qは射影的ではないが平坦である。

射影的でないこと：

主張 6.21. HomZ(Q,Z) = 0

Proof. f : Q → Zを Z加群の準同型写像とする。q ∈ Qをとってくる。0でない整数 nにたいして
f(q) = nf(q/n)が成り立つ。よって、f(q)は任意の 0でない整数で割り切れる整数であり、f(q) = 0
を結論する。
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Z加群Qが射影的であれば、自由加群の直和因子なので特にある集合 Iと単射準同型写像 f : Q→
Z⊕I が存在する。主張より各成分への射影との合成 fi : Q → Zは 0写像である。よって f = 0とな
り矛盾。

平坦であること：
Qの有限部分集合 {q1, . . . , qa} ⊂ Qにたいして p ∈ Qが存在し {q1, . . . , qa} ⊂ Zpを満たす。よっ

てX ⊗Z Qの任意の要素
∑

i xi ⊗ qiは純テンソル x⊗ pの形に表せる。
（右）Z加群の単射準同型写像 i : X → Y を考える。これによりX を Y の部分加群とみなす。

x⊗ pがKer(i⊗Q)に属するというのは x⊗ p = 0 in Y ⊗Z Qということ。例 5.19より x ∈ Ytorであ
る。つまり、ある a ∈ Z \ {0}が存在して xa = 0 in Y を満たす。しかし、これは xa = 0 in Xを意
味するので x⊗ q = 0 in X ⊗Z Qを結論する。これにてKer(i⊗Z Q) = 0が示された。
（コメント：等式Xtor = Ytor ∩Xを使えば最後の議論は短くなる。というか等式の証明の一部を

実施している。）

6.3.1 平坦加群と像、核

平坦加群の定義から次が従う：

命題 6.22. M を平坦加群とする。右R加群の準同型写像 f : X → Y にたいして命題 5.20の全射準
同型写像は同型である：

(Im f)⊗R M
∼=−→ Im(f ⊗R M), (Ker f)⊗R M

∼=−→ Ker(f ⊗M).

6.3.2

補題 6.23. (1) N を右R加群、0→M →M ′ → F → 0を左R加群の完全列で第 3項F は平坦であ
るとする。このときテンソル積写像N ⊗R M → N ⊗R M

′は単射である。

よって、次の列は完全である：

0→ N ⊗R M → N ⊗R M
′ → N ⊗R F → 0

(2) 左平坦R加群 F.F ′の全射準同型写像 g : F → F ′の核は平坦である。

注意 6.24. この補題 6.23はTorの性質を使うことで見通しよく証明できる。しかし、Torの構成が
平坦分解に依らないことの証明にこの補題を用いる。上手く理論を組み立てれば循環論法にならな
い様にできると思うが、ここではTorを用いない証明を与える。

Proof. (1) 射影的右 R加群からの全射準同型写像 f : Q → N を選ぶ。K := ΩN = Ker f とおく。
g : K → P を標準的な単射とする。
次の図式で各行各列が完全であるものができる：

0

��
K ⊗R M //

g⊗M

��

K ⊗R M
′ //

g⊗M ′

��

K ⊗R F //

g⊗F

��

0

0 // Q⊗R M //

f⊗M

��

Q⊗R M
′ //

f⊗M ′

��

Q⊗R F //

f⊗F

��

0

N ⊗R M //

��

N ⊗R M
′ //

��

N ⊗R F //

��

0

0 0 0
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第二行（Qを含む行）、第三列（F を含む列）の完全性はQ,F が平坦であることから従う。
蛇の補題を第一行第二行に適用することで、次の完全列を得る：

0 = Ker(g ⊗ F )→ N ⊗R M = Cok(g ⊗M)→ N ⊗R M
′ = Cok(g ⊗M ′)

つまり、準同型写像N ⊗R M → N ⊗R M
′が単射であることが分かる。

(2) (1)を使うと出来る。

7 複体（鎖複体、余鎖複体）

7.1

7.1.1 複体

定義 7.1. (1) R加群の余鎖複体（cochain complex）M = ({M i}i∈Z, {di}i∈Z)とはZで添え字付け
られたR加群M iとR準同型写像 di : M i → M i+1の組で任意の i ∈ Zにたいして di+1 ◦ di = 0
を満たすものをいう。下の様に表すことが多い：

· · · di−2

−−→M i−1 di−1

−−→M i di−→M i+1 di+1

−−→M i+2 → · · ·

(2) 余鎖複体M にたいして次数 iの項M iの要素m ∈ M iを次数 iの余鎖 (cochain)と呼ぶ。次数 i

の余鎖mで di(m) = 0となるものを次数 iの余輪体 (cocycle)と呼ぶ。また、di−1の像のことを
次数 iの余境界 (coboundary)と呼ぶ。

Zi(M) := Ker diを cochainのなす部分R加群、Bi(M) := Im di−1を coboundaryのなす部分R加
群とする。

• di ◦ di−1 = 0より Bi(M) ⊂ Zi(M)であることに注意しておく。

(3) 余鎖複体M の第 i次コホモロジー群Hi(M)を

Hi(M) := Zi(M)/Bi(M) = Ker di/ Im di−1

と定める。

(4) 余鎖複体M が 非輪状 (acyclic)とは、任意の i ∈ Zにたいして Hi(M) = 0がなりたつことを
いう。

(5) nを整数とする。余鎖複体M の n次シフトM [n]を以下で定める：

(M [n])i :=M i+n, diM [n] := (−1)ndi+n
M .

• 1シフトのことをΣM と書くこともある。この流儀では nシフトはΣnM と書く。

（関手の可換性やそれに起因する符号を扱うときには [1]ではなくΣを使わないとややこしさが
倍増することがある。）（この講義ではないけれど。。。。。）

コホモロジー群の記述を与えておく：
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補題 7.2. 複体M と整数 i ∈ Zをとる。Bi(M) ⊂ Zi(M) = Ker diであるから微分 diは全射準同型
写像

M i/Bi(M)→ Bi+1(M)

を誘導する。この核は i次のコホモロジー群Hi(M) = Zi(M)/Bi(M)からの包含写像である。つまり、
次の完全列がある：

0→ Hi(M)→M i/Bi(M)→ Bi+1(M)→ 0.

定義 7.3. (1) R加群の鎖複体（chain complex）M = ({Mi}i∈Z, {di}i∈Z)とは Zで添え字付けられ
たR加群MiとR準同型写像 di :Mi →Mi−1の組で任意の i ∈ Zにたいして di ◦ di+1 = 0を満た
すものをいう。下の様に表すことが多い：

· · · di+2−−→Mi+1
di+1−−→Mi

di−→Mi−1
di−1−−→Mi−2 → · · ·

(2) 鎖複体Mにたいして次数 iの項Miの要素m ∈Miを次数 iの鎖 (chain)と呼ぶ。次数 iの鎖mで
di(m) = 0となるものを次数 iの輪体 (cycle)と呼ぶ。また、di+1の像のことを次数 iの境界 (boundary)

と呼ぶ。

Zi(M) := Ker diを chainのなす部分R加群、Bi(M) := Im di−+を boundaryのなす部分R加群
とする。

• di ◦ di+1 = 0より Bi(M) ⊂ Zi(M)であることに注意しておく。

(3) 鎖複体M の第 i次ホモロジー群Hi(M)を

Hi(M) := Zi(M)/Bi(M) = Ker di/ Im di−1

と定める。

(4) 鎖複体M が 非輪状 (acyclic)とは、任意の i ∈ ZにたいしてHi(M) = 0がなりたつことをいう。

• 加群の列とみると、非輪状というのはその列が完全列ということに他ならない。なので非輪状複
体のことを完全複体 (exact complex)ということが偶にある。

（完璧複体 (perfect complex)と紛らわしいので、日本語では言わない方がいい。）

(5) nを整数とする。鎖複体M の n次シフトM [n]を以下で定める：

(M [n])i :=Mi−n, diM [n] := (−1)ndM,i−n.

注意 7.4. • 余鎖複体と鎖複体は以下の対応で入れ替わる：

Mi :=M−i, di := d−i

本質的には同じものである。ここからは鎖複体と余鎖複体をまとめて複体と呼ぶ。

基本的には余鎖複体を扱うが、同じ概念は鎖複体にたいして定義される。

• 複体M の定義に含まれるR準同型写像 diのことを第 i次の微分 (differential)写像とよぶ。

M iの事は第 i項 (the i-th term)と呼ぶ。

• 複体には次数付けの情報が含まれていることに注意しておく。完全列を定義したときには加群
の位置を気にしていなかったが、それを勘定に入れなければいけないということ。
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• 鎖複体にまつわる次数付けのことをホモロジー次数、余鎖複体の場合はコホモロジー次数と
呼ぶ。

文献によってどちらを使うかは変わってくる。

例 7.5. R加群をM を以下の方法で複体と見做す：

• （項）　 0次以外は 0加群、0次の項はM .

• （微分） 微分は全て 0.

以下、何も言わずにR加群をこの方法で複体と見做すことがおおい。

7.1.2 複体の準同型写像

定義 7.6. (1) M,N をR加群の複体とする。複体の準同型 (あるいは cochain map)f : M → N と
は Zで添え字付けられたR準同型写像 f i :M i → N iで以下を満たすものをいう：

diN ◦ f i = f i+1 ◦ diM for all i ∈ Z

複体の準同型写像 f のことを f = {f i}とか表すこともある。

• 複体の準同型写像 f :M → N は cocycle 群、cobundary群を保つ。つまり次がなりたつ：

f i(Zi(M)) ⊂ Zi(N), f i(Bi(M)) ⊂ Bi(N)

よって、コホモロジー群の間のR準同型写像

Hi(f) : Hi(M)→ Hi(N)

を誘導する。（下の補題 7.18で示す。）

(2) 複体の準同型写像の空間をHomC(R)(M,N)であらわす：

HomC(R)(M,N) := {(f i)i∈Z ∈
∏
i∈Z

HomR(M
i, N i) | ∀i ∈ Z, diN ◦ f i = f i+1 ◦ diM}

(3) 複体の準同型写像 f : M → N が擬同型 (quasi-isomorphism)とは任意の i ∈ Zにたいして
Hi(f)が同型であることをいう。

(4) 複体M の恒等射 idM を idM := {idM i}i∈Zと定義する。
恒等射のコホモロジー射は恒等射である：Hi(idM) = idHi(M). なので、とくに恒等射は擬同型で
ある。

(5) 複体の準同型の合成は各項毎の合成により定義する。

つまり、複体の射 f : M → N, g : N → Lの合成 g ◦ f : M → Lを各次数のR準同型写像が以
下で与えれるものと定める：

(g ◦ f)i := gi ◦ f i :M i → N i → Li.

合成はコホモロジー射をとる操作と可換である：Hi(g ◦ f) = Hi(g) ◦ Hi(f).

特に擬同型写像の合成は擬同型写像である。
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同型写像には逆が存在するので二つの加群が同型ということは同型写像の存在として定義される。
擬同型写像 f :M → N が存在しても逆向きの擬同型写像 g : N →M が存在するとは限らないので、
二つの複体が擬同型ということの定義は面倒になる。

定義 7.7. 複体M,N が 擬同型 (quasi-isomorphic)とは複体の列M1 =M,M2,M3, . . . ,Mr = N と
擬同型写像の列

M1 ←M2 →M3 ← · · · →Mr−1 ←Mr

が存在することをいう。

適当に恒等写像を挟み込むことで、

M1 →M2 ← · · ·

という図式も考えていることにできる。

7.1.3 Hom複体

定義 7.8. M,N を複体とする。

(1) nを整数とする。 次数 nの射h :M → N とは Zで添え字付けられたR準同型写像

hi :M i → N i+n

のことをいう。

（注：微分との可換性は課さない。）

• 次数 nの射とは次の集合の要素である
∏

i∈ZHomR(M
i, N i+n).

• 複体の準同型写像は次数 0の射に微分との整合性を課したものである。

(2) 次数 nの射 f :M → N と次数mの射 g : N → Lの合成 g ◦ f :M → Lは各項毎に合成で定義さ
れる：

(g ◦ f)i := gi+n ◦ f i :M i → N i+n → Li+n+m.

これは次数 n+mの射である。

• 文献によっては次数 nの射 h : M → N と次数 0の射 h : M → N [n]を同一視するものがある。
（古い文献では特にその傾向が強い。問題が起こらないことが多いが、将来で微分次数付加群を
扱う様になると、この二つの区別を付けた方がいい。）（この講義ではそういう方面まで踏み込め
ない。）

定義 7.9. R加群の複体M,NのHom複体Hom•
R(M,N)とは以下で定義されるZ加群の複体である：

• （項）整数 nにたいして第 n項を n次射の空間とする：

Homn
R(M,N) :=

∏
i∈Z

HomR(M
i, N i+n).

• （微分）整数 nにたいして微分 dnHomを以下でさだめる：

dHom(f) := dN ◦ f + (−1)n+1f ◦ dM for all f ∈ Homn
R(M,N).

上では dN , dM を次数 1の射とみている。
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命題 7.10 (ライプニッツ則). R加群の複体 L,M,N を考える。Hom複体Hom•
R(L,M)の次数mの

要素 f とHom•
R(M,N)の次数 nの要素 gにたいして次がなりたつ：

d(g ◦ f) = d(g) ◦ f + (−1)ng ◦ d(f)

ただし、微分 dは左からHom•
R(L,N), Hom•

R(M,N), Hom•
R(L,M)のものである。

命題 7.11. M を複体とする。

(1) 自然な複体の同型Hom•
R(R,M) ∼= M が存在する。

(2) 射影加群 P と整数 i ∈ Zにたいして次の自然な同型が存在する：

Hi(Hom•
R(P,M)) ∼= HomR(P,H

i(M))

（右辺はR加群のHom空間）

(3) 入射加群 Iと整数 i ∈ Zにたいして次の自然な同型が存在する：

Hi(Hom•
R(M, I)) ∼= HomR(H

−i(M), I)

（右辺はR加群のHom空間）

注意 7.12. (2)は次の形に一般化される：
完全な共変関手 F : RMod→ ZModにたいして

Hi(F (M)) = F (Hi(M))

がなりたつ。ただし F (M)はM の各項に F を施して得られる複体とする。

(3)は次の形に一般化される：
完全な反変関手 F : RMod→ ZModにたいして

Hi(F (M)) = F (H−i(M))

がなりたつ。ただし F (M)はM の各項に F を施して得られる複体とする。

Proof. (3) R加群N にたいして F (N) := HomR(N, I)という略記法を採用する。ここでは I を 0次
にだけ項を持つ複体とみているので i ∈ Zにたいして次が成り立つ：

Hom−i
R (M, I) = HomR(M

i, I) = F (M i).

また、Hom複体Hom•
R(M, I)の微分は d−i = F (di−1

M )が成り立つ。なので F (M) := Hom•
R(M, I)と

書くことにする：

F (M) = Hom•
R(M, I) = [ · · · → F (M i+1)

F (di)−−−−→ F (M i)
F (di−1)−−−−−→ F (M i−1)→ · · · ].

次の図式の斜めは短完全列である：

0
))SSS

SSS 0

Zi−1(M)
**TTT

TTT
M i/Bi(M)

55jjjjjj

M i−1
di−1
M //

))SSS
SSS

M i

44jjjjjj

Bi(M)

66llllll

))SSS
SSSS

0

55jjjjjjjj 0
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これに F を施して得られる次の図式の斜めも、入射加群の性質より、短完全列である。

0
**UUU

UUUU 0

F (M i/Bi(M))
**VVVV

VVV
F (Zi−1(M))

44jjjjjjj

F (M i)
F (diM )

//

**UUUU
UU F (M i−1)

44hhhhhh

F (Bi(M))

44iiiiii

++VVVV
VVVVV

V

0

44hhhhhhhh 0

ここから、次の同型を得る：

Z−i(F (M)) ∼= F (M i/Bi(M)), B−i+1(F (M)) ∼= F (Bi(M)).

後者の同型の次数をずらして次の同型を得る：B−i(F (M)) ∼= F (Bi+1(M)).
さらに、包含写像 i : B−i(F (M)) ↪→ Z−i(F (M))は微分から誘導される全射準同型写像d :M i/Bi(M)→

Bi+1(M)に F を施して得られるものである。（うえの図式にもう少し書き足せば分かる。）
補題 7.2と入射加群の性質を用いるとH−i(F (M)) ∼= Cok i ∼= F (Ker d) ∼= F (Hi(M))をえる。

0 // B−i(F (M))

∼=
��

i // Z−i(M) //

∼=
��

H−i(F (M))

∼=
��

// 0

0 // F (Bi+1(M))
F (d)

// F (M i/Bi) // F (Hi(M)) // 0

7.1.4 複体のテンソル積

定義 7.13. 右R加群の複体M と左R加群の複体N のテンソル積M ⊗R N とはつぎで定義されるZ
加群の複体である：

• （項）整数 nにたいして n次の項を以下で定める：

(M ⊗R N)n :=
⊕
i∈Z

M i ⊗R N
n−i

• （微分）整数 nにたいして n次の微分 dnM⊗RN を以下で定める：

m ∈M i, n ∈ Nn−iから作ったm⊗ n ∈M i ⊗R M
n−iにたいして

dnM⊗RN(m⊗ n) := dM(m)⊗ n+ (−1)im⊗ dN(n)

• コシュール符号規則（Koszul sign rule）というものを用いると上の微分の定義は

dM⊗RN := dM ⊗ idN + idM ⊗dN

と書き表せる。
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7.2 複体の射、複体の準同型のホモトピー

定義 7.14. M,N を複体とする。

(1) f, g : M → N を複体の準同型写像とする。次数−1の射 h : M → N がf から gへのホモトピー
とは任意の i ∈ Zにたいして以下が成り立つことをいう：

g − f = dN ◦ h+ h ◦ dM .

次数を表示すると以下のようになる：

gi − f i = di−1
N ◦ hi + hi+1 ◦ diM .

• 次数−1の射 h : M → N が f から gへのホモトピーなら−h : M → N は gから f へのホモト
ピーである。

なので、文献ではホモトピーの向き（「どっちからどっち」）を気にしないものも多い。

• Hom複体の微分を使えば定義式は以下の様に書ける：

g − f = dHom(h)

(2) fからgへのホモトピーが存在することをf と gはホモトピックであるという。あるいはホモトピー同値
ともいう。

ホモトピー同値であることを f ∼ gと表す。

(3) 0 :M → N とホモトピックな複体の準同型写像 f :M → N をヌルホモトピックと呼ぶ。

• ヌルホモトピックな複体の準同型写像 f :M → N にたいして 0から f へのホモトピーを f の縮
約ホモトピー (contracting homotopy)と呼ぶ。

(4) 複体の準同型写像 f :M → N のホモトピー逆写像とは複体の準同型写像 g : N →M で g ◦ f が
idM とホモトピー同値であり、f ◦ gが idN とホモトピー同値なものをいう。

• ホモトピー逆写像は存在すればホモトピー同値を除いて一意的である。

(5) ホモトピー逆写像を持つ複体の準同型写像 f :M → N をホモトピー同値射とよぶ。

(6) 複体M とN がホモトピー同値とはホモトピー同値射 f :M → N が存在することをいう。

(7) 恒等射 idM :M →Mがヌルホモトピックな複体を可縮 (contractible)と呼ぶ。別の言い方をす
るとゼロ複体 0とホモトピー同値な複体のことである。

• 複体を加群の列とみると可縮というのはその列が分裂完全列ということに他ならない。（定義を
書いてみるとすぐに分かる。）

次も定義を確かめることで（ので演習問題とする）。

命題 7.15. (1) f, f ′, f ′′ :M → N を複体の準同型写像し、hを f から f ′へのホモトピー、h′を f ′か
ら f ′′へのホモトピーとする。すると h+ h′は f から f ′′へのホモトピーである。

(2) f, f ′ :M → N, g : N → Lを複体の準同型写像、hを f から f ′へのホモトピーとする。

このとき、合成写像 g ◦ hは g ◦ f から g ◦ f ′へのホモトピーである。
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(3) f, f ′ :M → N, g : L→M を複体の準同型写像、hを f から f ′へのホモトピーとする。

このとき、合成写像 h ◦ gは f ◦ gから f ′ ◦ gへのホモトピーである。

定義 7.16. (1) N (M,N) ⊂ HomC(R)(M,N)をヌルホモトピックな複体の準同型写像のなる Z加群
とする。

• 命題 7.15より、f ∈ N ((M,N), h ∈ HomC(R)(L,M), k ∈ HomC(R)(N,K)にたいして k ◦ f ◦ h ∈
N (L,K)がなりたつ。

つまり、N (−,+)はHomC(R)(−,+)の陪関手である。

(2) 複体の準同型写像の空間HomC(R)(M,N)をホモトピー同値の同値関係で割った空間をHomH(R)(M,N)
とあらわす。

HomH(R)(M,N) := HomC(R)(M,N)/N (M,N).

命題 7.17. R加群の複体M,N にたいして次が成り立つ：

(1) 次数 0の射 f : M → N が複体の準同型写像であるための必要十分条件はこれがHom複体の要
素として cocycle であることである。

よって、
HomC(R)(M,N) = Z0(HomR(M,N))

がなりたつ。

(2) 複体の準同型写像 f, g :M → N にたいして、次数−1の射 h :M → N が gから f のホモトピー
である為の必要十分条件は f − g = dHom(h)が成り立つことである。

よって、
HomH(R)(M,N) ∼= H0(Hom•

R(M,N))

がなりたつ。

補題 7.18. (1) 複体の準同型写像 f : M → N は cocycle 群、cobundary群を保つ。つまり次がなり
たつ：

f i(Zi(M)) ⊂ Zi(N), f i(Bi(M)) ⊂ Bi(N)

よって、コホモロジー群の間のR準同型写像

Hi(f) : Hi(M)→ Hi(N)

を誘導する。

(2) 複体の準同型写像 f, g :M → N がホモトピックなら、これらがコホモロジー群に誘導するR準
同型写像は一致する。つまり、任意の i ∈ Zにたいして次がなりたつ：

Hi(f) = Hi(g).

(3) ホモトピー同値射 :M → N のコホモロジー射Hi(f) : Hi(M)→ Hi(N)は同型である。

特にホモトピー同値射は擬同型である。

(4) 可縮複体は非輪状である。

Proof. (1) m ∈ Zi(M)をとってくる。df(m) = fd(M) = 0より f(m) ∈ Zi(N)がなりたつ。また
d(m) ∈ Bi(M)にたいして f(d(m)) = d(f(m)) ∈ Bi(N)がなりたつ。

(2) hを gから f へのホモトピーとする。m ∈ Zi(M)をとってくる。d(m) = 0より、次がなりた
つ f(m)− g(m) = d(h(m))。これは f(m)と g(m)が Bi(N)を法として一致することを示している。

(3)(4)は (1)(2)より容易に従う（ので演習問題とする）。

56



7.2.1 ホモトピー同値

複体の準同型写像 f : M → N がホモトピー同値とは複体の準同型写像 g : N → M と次数−1の射
h :M →M, k : N → N が存在して次を満たすことだった：

(7-13) 1− g ◦ f = dHom(h), 1− f ◦ g = dHom(k).

ホモトピー hを取り替えることで状況をよくできる。

補題 7.19 (強ホモトピーへの取り替え). 複体の準同型写像 f : M → N がホモトピー同値とは複体
の準同型写像 g : N →M と次数−1の射 h :M →M, k : N → N と次数−2の射 l :M → N が存在
して次を満たす：

1− g ◦ f = dHom(h), 1− f ◦ g = dHom(k), k ◦ f − f ◦ h = dHom(l)

Proof. 等式 (7-13)を満たす g, h, kを選ぶ。h′ := h+ g ◦ (k ◦ f − f ◦ h), l = k ◦ (k ◦ f − f ◦ h)が目
的の性質を満たすことが以下の様に示せる：

ライプニッツ則を使って計算していくだけ

d(k ◦ f − f ◦ h) = d(k) ◦ f − f ◦ d(h) = (1− f ◦ g) ◦ f − f ◦ (1− g ◦ f) = 0,

d(h′) = d(h) + g ◦ (k ◦ f − f ◦ h) = 1− g ◦ f
d(l) = d(k) ◦ (k ◦ f − f ◦ h) = (1− f ◦ g) ◦ (k ◦ f − f ◦ h)

= k ◦ f − f ◦ h− f ◦ g ◦ k ◦ f + f ◦ g ◦ f ◦ h
= k ◦ f − f ◦ (h+ g ◦ (k ◦ f − f ◦ h))
= k ◦ f − f ◦ h′

注意 7.20. 意味の分からない補題かもしれないけれども、微分次数付き圏なす圏（the categories of
dg-categories）のモデル圏構造を論じるときにも顔をのぞかせる大事な事実。
ここでは直接計算で存在を示したが、よくある証明は複体のホモトピー圏が三角圏であることを

証明し、そこから命題 7.35を示し、その系としてこれを得る。
この講義では三角圏は扱わないので、この補題から命題 7.35を導出する。

7.2.2 ↑, ↓

定義 7.21. (1) M の次数 iの要素m ∈M iをM [−1]の次数 i+ 1の要素m ∈ (M [−1])i+1と見做すこ
とで得られる次数 1の写像を

↑:M →M [−1], m 7→↑m

とあらわす。

別の言い方をすると恒等写像 id :M →M から誘導される射である。

(2) M の次数 iの要素m ∈M iをM [1]の次数 i1の要素m ∈ (M [1])i−1と見做すことで得られる次数
−1の写像を

↓:M →M [−1], m 7→↓m

とあらわす。

別の言い方をすると恒等写像 id :M →M から誘導される射である。

(3) その他の場合でも ↑:M [1]→M, ↓:M [−1]→M とか同様の射を表す。
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• 注意：この記号は主流ではない。よくあるのは s, ωです。惧らく suspension Σと loop space Ω
に由来するのでしょう。

例 7.22. 複体M のシフトM [1]の微分 dM [1]は

dM [1] = − ↓ ◦dM◦ ↑:M [1]
↑−→M

−dM−−−→M
↓−→M [1]

と表せる。

より一般に次数 nの複体の射 f :M → N にたいして

f [1] := (−1)n ↓ ◦f◦ ↑:M [1]→ N [1]

と定義することがある。これを採用すれば

dM [1] = (dM)[1]

がなりたつ。ただし、
f [1] :=↓ ◦f◦ ↑

と定義する流儀もあるから注意が必要。

7.2.3 Hom複体とシフト

命題 7.23. 複体M,N にたいして次は複体の同型写像である：

(1)
Σ : Hom•

R(M,N)→ Hom•
R(M [1], N [1]),Σ(f) := (−1)|f | ↓ ◦f◦ ↑

(2)
Φ : Hom•

R(M,N [1])→ Hom•
R(M,N)[1],Φ(f) =↓ (↑ ◦f).

ただし、
↓: Hom•

R(M,N)→ Hom•
R(M,N)[1]

であり、↑ ◦f :M → N [1]→ N をHom•
R(M,N)の要素とみている。

Proof. (1) 微分との可換性を言えばいい。f ∈ Homn
R(M,N)をとる。

d(Σ(f)) = dN [1] ◦ Σ(f) + (−1)nΣ(f) ◦ dM [1]

= (−1)n+1 ↓ ◦dN◦ ↑ ◦ ↓ ◦f◦ ↑ +(−1) ↓ ◦f◦ ↑ ◦ ↓ ◦dM◦ ↑
= (−1)n+1 ↓ ◦dN ◦ f◦ ↑ +(−1)n+1((−1)n ↓ ◦f ◦ dM◦ ↑)
= Σ(dN ◦ f + (−1)nf ◦ dM)

= Σ(d(f))

(2) 微分との可換性を言えばいい。f ∈ Homn
R(M,N)をとる。

分かりやすいようにH := Hom•
R(M,N)にまつわる ↑, ↓は ↑′, ↓′と表記する。

dH[1](Φ(f)) = − ↓′ ◦dH◦ ↑′ (↓′ (↑ ◦f))
= − ↓′ ◦dH(↑ ◦f)
= − ↓′ (dN◦ ↑ ◦f + (−1)n+1 ↑ ◦f ◦ dM)

=↓′ (↑ ◦dN [1] ◦ f + (−1)n ↑ ◦f ◦ dM)

=↓′ (↑ ◦(dN [1] ◦ f + (−1)n ↑ ◦f ◦ dM))

=↓′ (↑ ◦dH(f))
= Φ(dH(f))
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同様に、あるいは系として次も同型である：

Σ : Hom•
R(M [−1], N)→ Hom•

R(M,N [1]), Σ(f) := (−1)|f | ↓ ◦f◦ ↑ .

7.2.4 可縮性の判定

命題 7.24. R加群の複体M にたいして次は同値：

(1) M は可縮。

(2) 任意のR加群の複体N にたいしてHom•
R(N,M)は可縮。

(3) 任意のR加群の複体N にたいしてHom•
R(N,M)は非輪状。

(4) 任意のR加群の複体N にたいしてHom•
R(M,N)は可縮。

(5) 任意のR加群の複体N にたいしてHom•
R(M,N)は非輪状

(6) 複体Hom•
R(M,M)は非輪状。

Proof. (1) ⇒ (2). hをM の収縮ホモトピーとする。次を示せばよい：

主張 7.25. 複体Hom•
R(N,M)の次数 1の自己写像 h∗ : f 7→ h ◦ f がHom•

R(N,M)の収縮ホモトピー
である。

Proof. f ∈ Homn
R(N,M)をとってくる。次の計算から (dHom ◦ h∗ + h∗ ◦ dHom)(f) = f がわかる：

dHom(h∗(f)) = dHom(h ◦ f) = dHom(h) ◦ f − h ◦ dHom(f) = f − h∗(dHom(f))

ただし、二つ目の等号はライプニッツ則を、三つ目では dHom(h) = idM を用いた。

(2) ⇒ (3) ⇒ (6) は自明。
(6) ⇒ (1) を示す。cocycleである恒等射 idM ∈ Z0(Hom•

R(M,M))は coboundaryである。ゆえに
ある h ∈ Hom−1

R (M,M)が存在して dHom(h) = idM を満たす。
(1) ⇒ (4). hをM の収縮ホモトピーとする。次が示せる。

主張 7.26. 複体 Hom•
R(N,M)の次数 1の自己写像 h∗ : f 7→ (−1)nf ◦ h（ただし nは f の次数）が

Hom•
R(M,N)の収縮ホモトピーである。

あとは上と同様。

7.2.5

命題 7.24と同様に次が示せる。というか、次の命題を f = idM の場合に適用すれば命題 7.24が言
える。

命題 7.27. R加群の複体の準同型写像 f :M → N にたいして次は同値：

(1) f はヌルホモトピック。

(2) 任意のR加群の複体 Lにたいして f∗ : Hom
•
R(L,M)→ Hom•

R(L,N)はヌルホモトピック。

(3) 任意のR加群の複体 Lにたいして f∗ : Hom
•
R(L,M)→ Hom•

R(L,N)はH0(f ∗) = 0を満たす。

(4) f∗ : Hom
•
R(M,M)→ Hom•

R(M,N)はH0(f∗) = 0を満たす。

59



(5) 任意のR加群の複体 Lにたいして f ∗ : Hom•
R(N,L)→ Hom•

R(M,L)はヌルホモトピック。

(6) 任意のR加群の複体 Lにたいして f ∗ : Hom•
R(N,L)→ Hom•

R(M,L)はH0(f ∗) = 0を満たす。

(7) f ∗ : Hom•
R(N,N)→ Hom•

R(M,N)はH0(f ∗) = 0を満たす。

注意 7.28. 同様の命題がホモトピー同値射に関しても成り立つ（命題 7.38）。
（自分が思いつく）証明は写像錐を用いるもので上のものに比べてやや難しい。

7.3 複体の完全列とコホモロジー長完全列

7.3.1

定義 7.29. 複体の準同型写像 f : M → N の核Ker f , 像 Im f , 余核Cok f を各項 f iの核、像、余核
を項とし、M,N の微分から誘導されるR準同型写像を微分とする複体と定める。

定義 7.30. 複体の図式
0→ L

f−→M
g−→ N → 0

が複体の完全列とは、各次数毎に完全列になっていることをいう。
つまり、任意の i ∈ Zにたいして次の列は完全：

0→ Li f i

−→M i gi−→ N i → 0.

別の言い方をすると次がなりたつ：

Ker f = 0, Cok g = 0, Ker g = Im f.

ホモロジー代数の基礎は次の定理である：

定理 7.31 (コホモロジー長完全列). 複体の完全列

0→ L
f−→M

g−→ N → 0

からコホモロジー群の完全列

· · · → Hi−1(N)
∂i−1

−−→ Hi(L)
Hi(f)−−−→ Hi(M)

Hi(g)−−−→ Hi(N)
∂i

−→ Hi+1(M)→

が誘導される。ただし、各 i ∈ Zにたいして準同型写像 ∂i : Hi(N)→ Hi+1(L)は次で定義される：

Step 1. n ∈ Zi(N)をとってくる。gi : M i → N iは全射なので、あるm ∈ M iが存在して gi(m) = n
を満たす。

Step 2. gi+1(diM(m)) = diN(g
i(m)) = diN(n) = 0なので、ある l′ ∈ Li+1が存在して f i+1(l′) = diM(m)

を満たす。

Step 3. f i+2(di+1
L (l′)) = di+1

M (f i+1(l′)) = di+1
M (diM(m)) = 0である。f i+2は単射なので l′は Zi+1(L)に

属する。

Step 4. ∂(n) := l′ modBi(L)と定める。

• 準同型写像 ∂iのことを連結準同型写像 (connecting homomorphism)と呼ぶ。

次の補題が必要です。
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補題 7.32. 余鎖複体M と整数 iにたいして次の完全列が存在する：

0→ Hi−1(M)→M i−1/Bi−1(M)→ Zi(M)→ Hi(M)→ 0

ただし、真ん中の写像は微分から誘導されるものである。

定理 7.31の証明. 蛇の補題（命題 5.21）を次の図式（ただし各行は完全）に適用すれば補題 7.32か
ら主張は得られる：

(7-14) Li−1/Bi−1(L) //

��

M i−1/Bi−1(M) //

��

N i−1/Bi−1(N) //

��

0

0 // Zi(L) // Zi(M) // Zi(N)

（上の各行が完全なことも蛇の補題（のクネってないところ）から従う。）

7.4 写像錐

定義 7.33. 複体の準同型写像 f : M → N の写像錐 (mapping cone)（あるいは　錐 (cone)）cn(f)
とは以下の方法で定まるR加群の複体である：

• （下部次数加群）
cn(f) := N ⊕M [1].

次数ごとに書くと
cn(f)i := N i ⊕M i+1.

• （微分）

dcn(f) :=

(
dN f◦ ↑
0 dM [1]

)
と定める。ただし ↑:M [1]→M は標準的な次数 1の射である。

次数ごとに書くと

dicn(f) =

(
diN f i+1

0 −di+1
M

)
: N i ⊕M i+1 → N i+1 ⊕M i+2.

• 文献によっては直和の順番が逆になっていたり（つまり、M [1]⊕N）、それに伴って微分の行列表
示が違ってたりする。

• 複体M にたいして cn(M) := cn(idM)と定める。

命題 7.34. 複体の準同型写像 f :M → N にたいして次が成り立つ：

(1) 標準的な単射 i : N → N ⊕M [1]は複体の準同型写像 i : N → cn(f)を誘導する。

(2) 標準的な全射 p : N ⊕M [1]→M は複体の準同型写像 p : cn(f)→M を誘導する。

(3) 次の複体の完全列が得られる：

0→ N
i−→ cn(f)

p−→M [1]→ 0
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(4) 上の複体の完全列のコホモロジー長完全列の連結準同型写像 ∂iは f のコホモロジー写像と一致
する：

[∂i : Hi(M [1])→ Hi+1(N)] = [Hi+1(f) : Hi+1(M)→ Hi+1(N)]

よってコホモロジー長完全列は以下の様になっている：

· · · → Hi(M)
Hi(f)−−−→ Hi(N)

Hi(i)−−→ Hi(cn(f))
Hi(p)−−−→ Hi+1(M)

Hi+1(f)−−−−→ Hi+1(N)→

(5) f が擬同型であるための必要十分条件は写像錐 cn(f)が非輪状であることである。

Proof. (1)(2)は微分との整合性を直接計算で示そう。(3)は明らか。(4)は連結準同型写像の定義を今
の場合に適用すればいい。(5)は (4)から直ちに従う。

命題 7.35. 複体の準同型写像 f : M → N がホモトピー同値射であるための必要十分条件は写像錐
cn(f)が可縮なことである。

Proof. （必要条件）　補題 7.19より複体の準同型写像 g : N → M と次数−1の射 h : M → M, k :
N → N と次数−2の射 l :M → N が存在して次を満たす：

1− g ◦ f = dHom(h), 1− f ◦ g = dHom(k), k ◦ f − f ◦ h = dHom(l)

次数−1の射H : cn(f)→ cn(f)を次で定める：

H :=

(
k −l◦ ↑
↓ ◦g − ↓ ◦h◦ ↑

)
: N ⊕M [1]→ N ⊕M [1].

これが idの縮約ホモトピーであることが以下の計算でわかる：(合成の記号 ◦を略する）

dcn(f) ◦H +H ◦ dcn(f) =
(
d f ↑
0 − ↓ d ↑

)(
k −l ↑
↓ g − ↓ h ↑

)
+

(
k −l ↑
↓ g − ↓ h ↑

)(
d f ↑
0 − ↓ d ↑

)
=

(
dk + fg −dl− ↑ fh ↑
− ↓ dg ↓ dh ↑

)
+

(
kd kf+ ↑ ld ↑
↓ gd ↓ gf ↑ + ↓ hd ↑

)
=

(
fg + dk + kd (−fh+ kf − dl + ld) ↑
↓ (−dg + gd) ↓ (gf + dh+ hd) ↑

)
=

(
1 0
0 1

)
用いていること：dM [1] = − ↓ ◦dM◦ ↑, ↑ ◦ ↓= 1, ↓ ◦ ↑= 1.
次数 nの複体の射 ϕ : X → Y にたいして dHom(ϕ) = dY ◦ ϕ+ (−1)nϕ ◦ dX .

（十分条件）上の証明の逆をたどればよい。つまり、idcn(f)の縮約ホモトピーを行列表示すれば
f のホモトピー逆写像がえられる。

注意 7.36. 上にも書いた通り、複体のホモトピー圏が三角圏になるということからも従う。そうい
う証明の方が一般的であるとおもいます。

7.4.1 写像錐とHom複体

命題 7.37. 複体の準同型写像 f :M → N と複体 Lから定まる複体の準同型写像

f∗ : Hom
•
R(L,M)→ Hom•

R(L,N), f ∗ : Hom•
R(N,L)→ Hom•

R(M,L)

を考える。
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(1) 命題 7.23から得られる下部次数付き加群の同型

Hom•
R(L,N)⊕ Hom•

R(L,M)[1] ∼= Hom•
R(L,N ⊕M [1])

は写像錐の微分と整合的であり、よって複体の同型

cn(f∗) ∼= Hom•
R(L, cn(f))

がある。

(2) 命題 7.23から得られる下部次数付き加群の同型

Hom•
R(M,L)⊕ Hom•

R(N,L)[1]
∼= Hom•

R((N ⊕M [1])[−1], L)

は写像錐の微分と整合的であり、よって複体の同型

cn(f ∗) ∼= Hom•
R(cn(f)[−1], L)

がある。

Proof. (2)
命題 7.23の記号をもちいる。
複体の同型 Σ : Hom•

R(cn(f)[−1], L) ∼= Hom•
R(cn(f), L[1])があるので、次の次数加群の準同型が

微分と整合的であることを示せばよい：

Ψ : Hom•
R(cn(f), L[1]) = Hom•

R(N ⊕M [1], L[1])→ (Hom#
R(M,L)⊕ Hom#

R(N,L)[1], dcn(f∗)),

Ψ(α, β) :=

(
Σ−1(β)
Φ(α)

)
ただし、Hom#

RはHom複体Hom•
Rの下部次数加群であり、α ∈ Homn

R(N,L[1]), β ∈ Homn
R(M [1], N [1])

である。
まずHom•

R(cn(f), L[1])での微分を計算しておく。

d(α, β) = dL[1] ◦ (α, β) + (−1)n(α, β) ◦ dcn(f) = (d(α), (−1)nα ◦ f◦ ↑ +d(β)).

よって、Σ,Φは微分と整合的なので次をえる：

Ψ(d(α, β)) =

(
Σ−1((−1)nα ◦ f◦ ↑ +d(β))

Φ(d(α))

)
=

(
Σ−1((−1)nα ◦ f◦ ↑) + d(Σ−1(β))

d(Φ(α))

)
=

(
↑ ◦α ◦ f + d(Σ−1(β))

d(Φ(α))

)
=

(
f ∗◦ ↑′ (Φ(α)) + d(Σ−1(β))

d(Φ(α))

)
=

(
d f ∗◦ ↑′
0 d

)(
Σ−1(β)
Φ(α)

)
= dcn(f∗)(Ψ(α, β))

命題 7.23の証明と同様にHom•
R(N,L)にまつわる ↑を ↑′と表している。
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7.4.2

命題 7.27ではヌルホモトピー準同型をHom複体の言葉で特徴づけましたが、そのホモトピー同値版
が次です。

命題 7.38. R加群の複体の準同型写像 f :M → N にたいして次は同値：

(1) f はホモトピー同値

(2) 任意のR加群の複体 Lにたいして f∗ : Hom
•
R(L,M)→ Hom•

R(L,N)はホモトピー同値。

(3) 任意のR加群の複体 Lにたいして f∗ : Hom
•
R(L,M)→ Hom•

R(L,N)は擬同型。

(4) 任意のR加群の複体 Lにたいして f ∗ : Hom•
R(N,L)→ Hom•

R(M,L)はホモトピー同値。

(5) 任意のR加群の複体 Lにたいして f ∗ : Hom•
R(N,L)→ Hom•

R(M,L)は擬同型。

Proof. (1) ⇒ (2) ⇒ (3), (1) ⇒ (4) ⇒ (5)は明らか。

(3) ⇒ (1). L = cn(f)に条件 (5)を用いる。f∗ が擬同型なので、命題 7.34(5)より cn(f∗) =
Hom•

R(cn(f), cn(f))は非輪状である。よって、命題 7.24より cn(f)は可縮であり、命題 7.35より fは
ホモトピー同値である。

(5) ⇒ (1) も同様。

7.5 項毎に分裂する複体の短完全列

定義 7.39. 複体の完全列
0→ L

f−→M
g−→ N → 0

が項毎に分裂する完全列（termwise split short exact sequence,）であるとは、任意の iにたいして第
i次の項がなすR加群の完全列が分裂することをいう：

0→ Li f i

−→M i gi−→ N i → 0.

注意 7.40. 項毎に分裂する複体の短完全列を容認短完全列 (admissible short exact sequence)とする
ことで複体の圏C(R)に完全圏の構造が入る。さらその完全圏構造の中では可縮複体が射影的かつ入
射的になっており、C(R)は Frobenius圏と呼ばれる完全圏のクラスであることが分かる。

複体の短完全列
0→ L

f−→M
g−→ N → 0

は項毎に分裂するとする。複体M の第 i項M iを Li ⊕N iと同一視し、f i, giを標準的な準同型写像
と同一視する。すると、M の微分は次の様に行列表示される：

diM =

(
diL δi

0 diN

)
: Li ⊕N i → Li+1 ⊕N i+1.

（第 (2, 1)成分が 0になることを確かめよう。）第 (1, 2)成分 δi : N i → Li+1を集めると次数 1の射
δ : N → Lができる。dM ◦ dM = 0の条件を行列表示して書き下すと次の条件を得る：

dL ◦ dL = 0, dN ◦ dN = 0, dL ◦ δ + δ ◦ dN = 0.

（最初二つの条件はL,Nが複体ということから自動的に満たされる。）最後の条件はδ ∈ Z1(Hom•
R(N,L))

と言い換えられる。そこで、
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定義 7.41. L,N を複体、δ ∈ Z1(Hom•
R(N,L))とする。このとき、複体E(δ)を以下で定める：

• （下部次数加群）E(δ) := L⊕N .

• （微分）
d =

(
dL δ
0 dN

)
• 標準的な単射と射影により、項毎に分裂する複体の短完全列が得られる：

0→ L→ E(δ)→ N → 0.

上の考察により、項毎に分裂する複体の短完全列はこの形をしていると分かっている。

例 7.42. E(0) = L⊕N .

命題 7.43. L,N を複体、δ, δ′ ∈ Z1(Hom•
R(N,L))とする。

標準的な準同型写像と整合的な（つまり下の図が可換な）同型写像E(δ) ∼= E(δ′)が存在するため
の必要十分条件は δ = δ′がH1(Hom•

R(N,L))の元として成り立つことである。

(7-15) 0 // L // E(δ) //

Φ
��

N // 0

0 // L // E(δ′) // N // 0

Proof. 標準的な準同型との整合性（図式 (7-15)）より、同型Φ : E(δ)→ E(δ′)はあるϕ ∈ Hom0
R(N,L)

により

Φ =

(
idL ϕ
0 idN

)
とあらわせる。微分との可換性dE(δ′)◦Φ = Φ◦dE(δ)を成分表示して書き下すとその成立はdHom•(ϕ) = 0
と同値と分かる。

系 7.44. L,N を複体とする。Hom•
R(N,L)が非輪状であれば項毎に分裂する複体の短完全列 0 →

L→M → N → 0は分裂する。

0 // L //M //

∼=
��

N // 0

0 // L // L⊕N // N // 0

7.5.1 写像錘と項毎に分裂する短完全列の関係

補題 7.45. L,N を複体、δ ∈ Z1(Hom•
R(N,L))とする。次数 0の射 ∂ : N [−1]→ Lを ∂ := δ◦ ↓と定

める。
次が成り立つ：

(1) ∂は複体の準同型写像である。

(2) 標準的な準同型と整合的な同型E(δ) ∼= cn(∂)が存在する。

Proof. dN [−1] = − ↑ ◦dN◦ ↓を用いて計算すればよい：

dL ◦ ∂ − ∂ ◦ dN [−1] = dL ◦ δ◦ ↓ +δ ◦ dN◦ ↓= 0
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8 射影分解、入射分解、平坦分解

8.1 射影分解

定義 8.1. (1) R加群M の射影分解（projective resolution）とは完全列

· · · → Pi
di−→ Pi−1

di−1−−→ · · · → P1
d1−→ P0

ϵ−→M → 0

で各 i = 0, 1, . . . にたいして Piが射影加群であるものをいう。

(2) 射影分解で各項 Piが自由加群であるものをM の自由分解という。

• 正確には複体 ({Pi}i≥0, {di}i≥1)と添加写像 ϵ : P0 →M のことである。

• あるいは、R加群Mの射影分解というのは複体の擬同型 ϵ : P →Mのこととも言い換えられる。
ただし、

- ここでは左側のM はR加群M を 0次にだけ項がある複体とみている。

- 添加写像 ϵ : P0 → M が ϵ ◦ d1 = 0を満たすということから、複体の準同型写像 ϵ : P → M が
得られる。

- ただし、後者は 0次が ϵでそれ以外が 0として定義される。

補題 8.2. 任意のR加群M にたいして射影分解は存在する。

8.1.1 リフトと射影分解の一意性

定理 8.3. M,N をR加群、ϵP : P → M, ϵQ : Q→ N を射影分解とする。このとき、R加群準同型
写像 f :M → N にたいして複体の準同型 f̃ : P → Qで

f ◦ ϵP = ϵQ ◦ f̃

を満たすものがホモトピー同値を除いて一意的に存在する。

• これを f のリフトと呼ぶことにする。

Proof. （注意：Q射影加群の複体でなくてもいい。）
(Step I) まず添加写像と整合的な複体の準同型写像 f̃ : P → Qの存在を示す。添加写像 ϵQ : Q0 →M
が全射なので P0が射影加群であることより、R準同型写像 f̃0 : P0 → Q0が存在して ϵQ ◦ f0 = ϵP を
満たす。これは境界群に準同型写像 B0(P )→ B0(Q)を誘導する。

0 // B0(P ) //

���
�
�

P0
ϵP //

f̃0
���
�
� M //

f

��

0

0 // B0(Q) // Q0 ϵQ
// N // 0

あとは微分から誘導される準同型写像Qi → Zi−1(Q) = Bi−1(Q)が全射であることを使って先の
議論を繰り返せばよい。

(Step II) 次に、ホモトピー同値を除いた一意性を示す。添加写像と整合的な複体の準同型写像 f̃ , f̃ ′ :
P → Qがあったとする。f̃ ′から f̃ へのホモトピー hの存在を示す。

ϕ := f̃ − f̃ ′とおく。これは複体の準同型写像であり ϵQ ◦ ϕ0 = 0を満たす：

ϵQ ◦ ϕ = ϵQ ◦ f̃ − ϵQ ◦ f̃ ′ = ϵP − ϵP = 0.

66



よって、Ker ϵQ = B0(Q)だったので、ϕ0 : P0 → Q0は B0(Q)を経由する。P0が射影的なので、それ
はQ1を経由する。その準同型写像を h0 : P0 → Q1とおく。

0 // B1(P ) //

��

P1

dP,1 //

ϕ1

��

P0

h0

||yy
yy
yy
yy
y

ϕ0

��
0 // B1(Q) // Q1 dQ,1

// B0(Q) // 0

つまり h0は dQ,1 ◦ h0 = ϕ0を満たす準同型写像である（つまり一番右の三角形は可換。その隣は可換
とは限らない。）。dQ,1 ◦ (ϕ1 − h0 ◦ dP,1) = 0である：

dQ,1 ◦ (ϕ1 − h0 ◦ dP,1) = dQ,1 ◦ ϕ1 − (dQ,1 ◦ h0) ◦ dP,1 = ϕ1 ◦ dP,1 − ϕ1 ◦ dP,1 = 0.

よって、Ker dQ,1 = B1(Q)より、準同型写像 ϕ1 − h0 ◦ dP,1はB1(Q)を経由する。さらに P1が射影的
であることから、その準同型写像はQ2を経由する。その準同型写像 h1 : P1 → Q2とおく。これは定
義より等式 dQ,2 ◦ h1 = ϕ− h0 ◦ dP,1を満たす。これは f̃ − f̃ ′ = h0 ◦ dP,1 + dQ,2 ◦ h1というホモトピー
同値の式に他ならない。
この操作を繰り返すことで目標とするホモトピー同値が作れる。

射影分解はホモトピー同値を除いて一意的です。より詳しくは次が成り立ちます。

系 8.4. M をR加群、ϵP : P → M, ϵQ : Q → M を射影分解とする。このとき、添加写像と整合的
なホモトピー同値準同型 f : P → Qがホモトピー同値を除いて一意的に存在する。

Proof. 定理 8.3をN =M, f = idM :M →Mに適用することで恒等射 idMのリフト f : P → Qが得
られる。また、同じ定理を使うことで恒等射 idMのリフト g : Q→ P が得られる。合成 g ◦f : P → P
も恒等射 idM のリフトである。一方、恒等射 idP : P → P もそうである。同定理の一意性より g ◦ f
は idP とホモトピックである。同様に f ◦ gも idQとホモトピックである。

8.1.2 完全列のリフト

定理 8.5. R加群の完全列

0→M
f−→M ′ f ′

−→M ′′ → 0

にたいして、各項の射影分解で次の図式を可換にし、上の行を完全列にするものが存在する：

0 // P
f̃ //

ϵP
��

P ′

ϵP ′
��

f̃ ′
// P ′′ //

ϵP ′′
��

0

0 //M
f

//M ′
f ′

//M ′′ // 0

Proof. M とM ′′の射影分解 ϵPP → M と ϵP ′′ : M ′′ → P ′′を選ぶ。f ′ : M ′ → M ′′が全射なので、R
準同型写像 ϵ′′ : P ′′ →M ′で f ′ ◦ ϵ′′ = ϵP ′′を満たす。ϵ′ := f ◦ ϵP と定め、P ′

0 := P0 ⊕ P ′′
0

ϵP ′ =
(
ϵ′ ϵ′′

)
: P ′

0 = P0 ⊕ P ′′
0 →M ′

とおく。これは全射である。すると次の可換図式で行が完全なものが得られる：

0 // P0
f̃0 //

ϵP
��

P ′
0

ϵP ′
��

f̃ ′
0 // P ′′

0
//

ϵP ′′
��

0

0 //M
f

//M ′
f ′

//M ′′ // 0
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ただし f̃0は標準的な単射、f̃ ′は標準的な全射である。
蛇の補題より、誘導されるR準同型写像Ker ϵP ′ → Ker ϵP ′′ = B0(P

′′)が全射であることが分かる。
完全列 0 → B0(P ) → Ker ϵP ′ → B0(P

′) → 0に上の議論を適用して、全射 P1 ⊕ P ′′
1 → Ker ϵP ′ を

構成することが出来る。
このように同じ議論を繰り返すことで、M ′の射影分解 ϵP ′ : P ′ →M ′で目的を満たすものが得ら

れる。

注意 8.6. 定理 8.19で別の証明を与える。

8.2 射影加群の複体とHom•

R加群M の射影分解とは射影加群の複体でM と擬同型なものだった。
射影加群の複体もつ性質を挙げる。

補題 8.7. P を射影加群の複体とする。このとき、複体の完全列

0→ L
f−→M

g−→ N → 0

から誘導される次の列も完全である：

0→ Hom•
R(P,L)

f∗−→ Hom•
R(P,M)

g∗−→ Hom•
R(P,N)→ 0

定理 8.8. P を射影加群の複体で上に有界（P i = 0 for i≫ 0）なものとする。（注意：射影分解とは
異なりコホモロジー次数を使っている。）

(1) 複体Aが非輪状であればHom複体Hom•
R(P,A)は非輪状である。

（この性質を h-射影的,K-射影的と呼んだりする。）

(2) f :M → N が擬同型写像ならば誘導される準同型写像 f∗ : Hom
•
R(P,M)→ Hom•

R(P,N)も擬同
型写像である。

Proof. (1) 次数 nの cocycle f ∈ Zn(Hom•
R(P,A))は複体の準同型写像 f : P → A[n]を誘導する。f

が coboundaryとはこれがヌルホモトピックということである。そのことは定理 8.3の証明の Step II
と同様に示せる。

(2) 擬同型 f :M → N の錘完全列

0→ N → cn(f)→M [1]→ 0

にたいしてHom•
R(P,−)を施す。得られるHom複体の完全列のコホモロジー超完全列に (1)を適用

すればいい。

注意 8.9. 上の定理 8.8の成立には上に有界という仮定が必要です。この仮定を外すと次の反例があ
ります：

環R := k[x]/(x2)上の複体

P : · · · → R
x−−→ R

x−−→ R
x−−→ R

x−−→ R→ · · ·

（つまり各項がRで微分は xを掛ける写像）という複体は射影加群の非輪状複体です。しかし、可縮
ではないので命題 7.24よりHom•

R(P, P )は非輪状ではありません。
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8.3 射影的 cofibrant複体

ここまでは上に有界な射影加群の複体を扱ってきました。注意 8.9で見たように、上に有界で無い場
合には、複体の各項が射影加群というだけでは不十分なことがあります。
有界性を仮定しない場合には射影的 cofibrantという概念が導入されます。

注意 8.10 (この資料の現時点での構成上の注意). 上で行った様な射影分解、射影複体の議論はホモ
ロジー代数の教科書には必ずあります5。
ここからは射影的 cofibrant複体というものを解説します。非有界な複体の射影分解を論じる上で

必要になります。ホモロジー代数では基本的な概念ですが、導入されたのが比較的最近ということも
あり、これを扱っている教科書は殆どありません。
有界な複体の場合でも射影的 cofibrant複体を用いることで議論がスッキリすることがあります。

定理 8.3も系 8.15において複体をゴチャゴチャいじることなく証明されます。この講義ノートの構成
でスリムさスマートさだけを考えるのであれば後者の証明だけ載せておべきなのですが、複体をい
じるのも重要で面白い手法であり、初心者にもとっつき易いので両方の議論を載せておきます。
（そのうち気が変わって構成を変更するかも知れませんが、、、、）

定義 8.11. R加群の複体 P が射影的 cofibrantとは次の条件を満たすことをいう：

(1) P の各項 P iは射影R加群である。

(2) 任意の非輪状複体AにたいしてHom•
R(P,A)は非輪状である。

例 8.12. 上に有界な射影加群の複体 P は射影的 cofibrantである。

次の命題は複体と準同型写像の圏C(R)に射影的モデル圏構造（というもの）が存在することの
証明の一部である。
命題 8.2の一般化とも言える。命題 8.2の証明では段階的な持ち上げで複体の準同型写像 P → Q

を構成したが、こちらの証明では別の方法で存在が示されている。

命題 8.13. 複体の準同型写像のなす次の図式を考える：

(8-16) M α //

i
��

X

f
��

N
β

// Y

左側の準同型写像 iは単射（つまりKer i = 0）とし、右側の準同型写像 fは全射（つまりCok f = 0）
と仮定する。さらに P := Cok iは射影的 cofibrantと仮定する。
さらに次のどちらかの条件が満たされるとする：

(a) f は擬同型である。

(b) iは擬同型である。

このとき、複体の準同型写像 γ : N → Xが存在して次を満たす：

α = γ ◦ i, β = f ◦ γ.

つまり、次の図式が可換になる：
M

α //

i
��

X

f
��

N
β

//

γ
>>||||||||
Y

また、この様な複体の準同型写像 γ : N → Xはホモトピー同値を除いて一意的である。
5もちろん、全ての教科書を確かめた訳ではありませんが、、、、
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Proof. （存在）：
A := Ker f とおく。

主張 8.14. Hom•
R(P,A)は非輪状である。

Proof. (a)を仮定するとAは非輪状である。よって、射影的 cofibrant複体の定義よりHom•
R(P,A)は

非輪状である。
(b)を仮定すると P は非輪状である。よって、射影的 cofibrant複体の定義よりHom•

R(P, P )は非
輪状である。命題 7.24より P は可縮であり、同命題よりHom•

R(P,A)は非輪状である。

N とXの Y 上の fiber積を Z := N ×Y Xとする。また付随する複体の準同型写像を以下の様に
あらわす：

(8-17) M α′
//

i
��

Z

f ′

��

β′
// X

f
��

N N
β

// Y

fiber積の性質より f ′は全射であり、Ker f ′ ∼= Aである。また、i = f ′ ◦ α′が単射なので α′は単射で
ある。
蛇の補題から誘導される全射準同型写像Z/M → P の核はA（と同型）であることが分かる。

0

��

0

��
A

��

A

��
0 //M

α′
// Z //

f ′

��

Z/M

��

// 0

0 //M
i

// N //

��

P //

��

0

0 0

主張と系 7.44より、右端縦の短完全列は（複体の短完全列として）分裂する。うえの図式からZ
はN とZ/M の P 上の fiber積であることも分かる。よって、真ん中縦の短完全列も（複体の短完全
列として）分裂する。
よって図式 (8-17)は次の様になる：

M
(i,α′′)//

i
��

N ⊕ A
(id,0)
��

β′′
// X

f
��

N N
β

// Y

標準的な単射 j : N → N ⊕ Aと β′′の合成 γ := β′′ ◦ jが求める複体の準同型写像である。

（ホモトピーを法としての一意性）
このとき、複体の準同型写像 γ : N → Xが存在して次を満たす：

α = γ ◦ i, β = f ◦ γ.

70



つまり、次の図式が可換になる：
M

α //

i
��

X

f
��

N
β

//

γ
>>||||||||
Y

準同型写像 γ, γ′ : N → Xが

α = γ ◦ i, β = f ◦ γ, α = γ′ ◦ i, β = f ◦ γ′

を満たすとする。γ′′ := γ − γ′とおくと、γ′′ ◦ i = 0, f ◦ γ′′ = 0がなりたつ。
核、余核の性質から、ある複体の準同型写像 γ′′′ : P → Aが存在して γ′′ = j ◦ γ′′′ ◦ pをみた

す。ただし、j : A → X, p : N → P は標準的な準同型写像である。複体Hom•
R(P,A)は非輪状なの

で、ある δ ∈ Hom−1
R (P,A)が存在して dHom(δ) = γ′′′を満たす。よって、以下の計算で示される様に

dHom(j ◦ δ ◦ p) = γ′′が成り立つ：

dHom(j ◦ δ ◦ p) = j ◦ dHom(δ) ◦ p = j ◦ γ′′′ ◦ p = γ′′,

一つ目の等号はライプニッツ則と dHom(j) = 0, dHom(p) = 0（j, pが複体の準同型写像であることの
言い換え）を用いている。
（老婆心：dHomと書いていても異なるHom複体の微分です。）

命題 8.13でM = 0とすることで次の系を得る。

系 8.15. P を射影的 cofibrant複体、f :M → N を全射擬同型とする。このとき、任意の複体の準同
型写像 g : P → N にたいして f に沿ってのリフトが存在し、ホモトピーを法として一意的である。
つまり、ある複体の準同型写像 h : P → M が存在して f ◦ h = g を満たす。また、この様な

h : P →M はホモトピー同値である。

8.3.1 射影的 cofibrant複体の性質

補題 8.16. 次が成り立つ：

(1) 非輪状な射影的 cofibrant複体 P は可縮である。

(2) P を射影的 cofibrant複体とする。複体の完全列

0→ L→M → P → 0

が与えられたとする。

このとき、

Lが射影的 cofibtrant ⇔ M が射影的 cofibrant.

(3) f : P → Qを射影的 cofibrant複体の間の準同型写像とする。

このとき、

f は擬同型 ⇔ f はホモトピー同値写像

(4) f :M → N が擬同型写像ならば誘導される準同型写像 f∗ : Hom
•
R(P,M)→ Hom•

R(P,N)も擬同
型写像である。
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Proof. (1) 仮定よりHom•
R(P, P )は非輪状である。よって、命題 7.24より P は可縮である。

(2) まず、P の各項が射影的なので、与えられた複体の完全列は項毎に分裂することに注意して
おく。
このことから、「Lの各項が射影的 ⇔ M の各項が射影的」が分かる。
また、完全列が項毎に分裂することから、非輪状複体Aにたいして次の列は完全である：

0→ Hom•
R(P,A)→ Hom•

R(M,A)→ Hom•
R(L,A)→ 0.

この列と Hom•
R(P,A)が非輪状であることから、Hom•

R(M,A) → Hom•
R(L,A)は擬同型であること

が従う。
よって、特に「Hom•

R(L,A)が非輪状 ⇔ Hom•
R(M,A)が非輪状」が成り立つ。

(3) ⇒を示せばよい。
f : P → Qを擬同型とする。すると写像錐 cn(f)は非輪状である。P [1]も射影的 cofibrantなの

で、(2)より写像錐 cn(f)は射影的 cofibrantである。(1)より cn(f)は可縮である。よって、命題 7.35
より f はホモトピー同値写像である。

(4) 擬同型 f :M → N の錘完全列

0→ N → cn(f)→M [1]→ 0

にたいしてHom•
R(P,−)を施す。誘導される複体の準同型写像 f∗ : Hom•

R(P,M) → Hom•
R(P,N)の

写像錐 cn(f∗) ∼= Hom•
R(P, cn(f))が非輪状なので f∗は擬同型である。

注意：定理 8.8(2)と同じ証明。

8.3.2 任意の複体の射影分解

定義 8.17. 複体M の射影分解（あるいは射影的 cofibrant置き換え（projectively cofibrant replace-
ment））とは射影的 cofibrant複体 P からの全射擬同型 ϵ : P →M のことをいう。

定理 8.18. 任意の複体M にたいして射影分解は存在し、ホモトピー同値を除いて一意的である。

存在証明は後日追加の予定。

Proof. （ホモトピー同値を法としての一意性）
ϵ : P →M, ϵ′ : P ′ →M を射影分解とする。
系 8.15より、複体の準同型写像 f : P → P ′で ϵ′ ◦ f = ϵを満たすものが存在する。ϵ, ϵ′が擬同型

であることから f もそうであることが簡単に分かる（やってみよう）。命題 8.16(3)より、f はホモト
ピー同値写像である。

8.3.3 完全列のリフト

定理 8.5も射影的 cofibrant複体の概念を用いて一般化でき、別の証明をあたえることも出来ます。

定理 8.19. R加群の複体の完全列

0→M
f−→M ′ f ′

−→M ′′ → 0

と射影分解 ϵ : P → M, ϵ′′ : P → M ′′にたいして、M ′の射影分解 ϵ′ : P ′ → M ′で次の図式を可換に
し、上の行を完全列にするものが存在する：

0 // P
f̃ //

ϵP
��

P ′

ϵP ′
��

f̃ ′
// P ′′ //

ϵP ′′
��

0

0 //M
f

//M ′
f ′

//M ′′ // 0
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Proof. fiber積N :=M ′ ×M ′′ P ′′は可換図式を作る：

0 //M // N

��

// P ′′ //

ϵ′′

��

0

0 //M
f

//M ′
f ′

//M ′′ // 0

上段も完全列であり、右端の複体 P ′′は射影加群の複体なので上段は項別に分裂する。よって、これ
は次数 1の射 δ : P ′′ → M で dHom(δ) = 0を満たすものに付随するM による P ′′の拡大と同型であ
る：N ∼= E(δ).

∂ := δ◦ ↓: P ′′[−1] → M は複体の準同型写像であり、拡大E(δ)は写像 cn(∂)と同型なのだった。
ϵ : P → M は全射擬同型なので複体の準同型写像 ∂̃ : P ′′[−1] → P で ϵ ◦ ∂̃ = ∂を満たすものが存在
する。その写像錘を P ′ := cn(∂̃)とおく。これは射影的 cofibrantである。このことから ϵ : P → M
は写像錘の間の準同型写像

P ′ = cn(∂̃)→ cn(∂) ∼= E(δ) ∼= N

を誘導する。これは完全列を構成する複体の準同型写像と整合的であることも容易に確認できるの
で、次の可換図式を得る。

0 // P //

ϵ
��

P ′

��

// P ′′ // 0

0 //M // N

��

// P ′′ //

ϵ′′

��

0

0 //M
f

//M ′
f ′

//M ′′ // 0

真ん中の縦矢印P ′ → N, N →M ′がそれぞれ擬同型であることはコホモロジー長完全列を用いると
分かる。よって、真ん中の縦矢印の合成を ϵ′ : P ′ →M ′とすればよい。

8.3.4 「射影的 cofibrant」という用語について。

「cofibrat」 というのはモデル圏での用語です。
モデル圏 C = (C, (W,F,C))というのは、圏 Cと３つの Cの射のクラスW,F,Cの 4つ組である定

義を満たすものです。定義を満たす射のクラス (W,F,C)を圏 Cのモデル圏構造と呼びます。一つの
圏 Cが複数のモデル圏構造を持つことがあります。
モデル圏 C = (C, (W,F,C))においてクラスW に属する射を weak equivalence, F に属する射を

fibration, Cに属する射を cofibrationと呼びます。定義からモデル圏 C（正確にはモデル圏構造を持つ
圏 C）は始対象 ∅と終対象 ∗を持ちます。対象 c ∈ Ob Cがfibrantとは終対象への射 c→ ∗がfibration
であることをいい、cofibrant とは始対象からの射 ∅ → cが cofibrationであることをいいます。
上で出てきた、射影的 cofibrant複体というのは複体の圏C(R)に射影的モデル構造というモデル

圏構造を入れた時の cofibrant対象に一致します。
定義 8.11を双対的に考えることで入射的 fibrant複体というものを定義することが出来ます6。そ

うして定義した入射的 fibrant複体というのは複体の圏C(R)に入射的モデル構造というモデル圏構
造を入れた時の fibrant対象に一致します。
注意して欲しいのは、射影的モデル圏構造と入射的モデル圏構造とは一般には異なる、ということ

です。さらに注意して欲しいのは、射影的 cofibrant複体を単に cofibrant複体と呼び、入射的 fibrant
複体を単に fibrant複体と呼ぶ流儀がそれなりに広く通用していることです。便利で実用に即した用
法ではあるので自分も使います。
ただ、やはり始めて勉強するときには fibrant, cofibrantと言っても異なるモデル圏構造に関する

ものであることを心の隅にとどめておくといいでしょう。
6時間の都合で書きません。すみません。
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8.4 入射分解

定義 8.20. (1) R加群M の入射分解（injective resolution）とは完全列

0→M → I0
d0−→ I1

d1−→ I2
d2−→ · · · di−1

−−→ I i
di−→ I i+1 di+1

−−→ · · ·

で各 i = 0, 1, . . . にたいして Piが入射加群であるものをいう。

• 正確には複体 ({I i}i≥0, {di}i≥1)と添加写像 ϵ :M → I0のことである。

• あるいは、R加群Mの入射分解というのは複体の擬同型 ϵ :M → Iのこととも言い換えられる。
ただし、

- ここでは左側のM はR加群M を 0次にだけ項がある複体とみている。

- 添加写像 ϵ :M → I0が d0 ◦ ϵ = 0を満たすということから、複体の準同型写像 ϵ :M → Iが得
られる。

- ただし、後者は 0次が ϵでそれ以外が 0として定義される。

補題 8.21. 任意のR加群M にたいして入射分解は存在する。

入射分解はホモトピー同値を除いて一意的です。より詳しくは次が成り立ちます。定理 8.3の双
対版です。証明は双対的に出来るので省略。

定理 8.22. M,N をR加群、ϵI : M → I, ϵJ : N → J を射影分解とする。このとき、R加群準同型
写像 f :M → N にたいして複体の準同型 f̃ : I → J で

f̃ ◦ ϵI = ϵJ ◦ f

を満たすものがホモトピー同値を除いて一意的に存在する。

• これを f のリフトと呼ぶことにする。

系 8.23. M をR加群、ϵI :M → I, ϵJ :M → J を入射分解とする。
このとき、添加写像と整合的なホモトピー同値準同型 f : I → J がホモトピー同値を除いて一意

的に存在する。

8.4.1 完全列のリフト

定理 8.24. R加群の完全列

0→M
f−→M ′ f ′

−→M ′′ → 0

にたいして、各項の射影分解で次の図式を可換にし、上の行を完全列にするものが存在する：

0 //M
f //

ϵI
��

M ′

ϵI′
��

f ′
//M ′′ //

ϵI′′
��

0

0 // I
f̃

// I ′
f̃ ′

// I ′′ // 0
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8.5 入射加群の複体とHom•

R加群M の入射分解とは射影加群の複体でM と擬同型なものだった。
入射加群の複体もつ性質を挙げる。

補題 8.25. Iを入射加群の複体とする。このとき、複体の完全列

0→ L
f−→M

g−→ N → 0

から誘導される次の列も完全である：

0→ Hom•
R(N, I)

f∗
−→ Hom•

R(M, I)
g∗−→ Hom•

R(L, I)→ 0

定理 8.26. Iを入射加群の複体で下に有界 (I i = 0 for i≪ 0)なものとする。

(1) 複体Aが非輪状であればHom複体Hom•
R(A, I)は非輪状である。

（この性質を h-入射的,K-入射的と呼んだりする。）

(2) f : M → N が擬同型写像ならば誘導される準同型写像 f ∗ : Hom•
R(N, I) → Hom•

R(M, I)も擬同
型写像である。

8.5.1 半単純環と射影加群、入射加群

命題 5.14から次が従います。

命題 8.27. 環Rに対して次は同値：

(1) Rは半単純環。

(2) 任意のR加群は射影加群。

(3) 任意のR加群は入射加群。

8.6 平坦分解

8.6.1 平坦加群と複体のコホモロジー群

命題 6.22から次が従う。

命題 8.28. 平坦R加群M にたいして次がなりたつ：

(1) 右R加群の複体Xにたいして、同型

Bi(X ⊗R M) ∼= Bi(X)⊗R M, Zi(X ⊗R M) ∼= Zi(X)⊗R M, Hi(X ⊗R M) ∼= Hi(X)⊗R M

が任意の i ∈ Zにたいして存在する。

(2) 右R加群の複体の準同型写像 f : X → Y が擬同型であれば f ⊗R M : X ⊗R M → Y ⊗R M もそ
うである。
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8.6.2 平坦分解

定義 8.29. (1) R加群M の平坦分解（flat resolution）とは完全列

· · · → Fi
di−→ Fi−1

di−1−−→ · · · → F1
d1−→ F0

ϵ−→M → 0

で各 i = 0, 1, . . . にたいして Fiが平坦加群であるものをいう。

• 正確には複体 ({Fi}i≥0, {di}i≥1)と添加写像 ϵ : F0 →M のことである。

• あるいは、R加群Mの平坦分解というのは複体の擬同型 ϵ : F →Mのこととも言い換えられる。
ただし、

- ここでは左側のM はR加群M を 0次にだけ項がある複体とみている。

- 添加写像 ϵ : F0 → M が ϵ ◦ d1 = 0を満たすということから、複体の準同型写像 ϵ : P → M が
得られる。

- ただし、後者は 0次が ϵでそれ以外が 0として定義される。

射影加群は平坦加群なのだった。

補題 8.30. 任意のR加群Mにたいして射影分解は平坦分解である。特にMの平坦分解は存在する。

8.7 平坦加群の複体と複体のテンソル積

平坦加群の複体もつ性質を挙げる。

補題 8.31. F を平坦加群の複体とする。このとき、右R加群の複体の完全列

0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0

から誘導される次の列も完全である：

0→ X ⊗R F
f⊗F−−→ Y ⊗R F

g⊗F−−→ Z ⊗R F → 0

定理 8.32. F を平坦加群の複体であり上に有界 (F i = 0 for i≫ 0)とする。

(1) 右R加群の複体Aが非輪状であれば複体A⊗R F は非輪状である。

（この性質を h-平坦, K-平坦と呼んだりする。）

(2) f : X → Y が擬同型写像ならば誘導される準同型写像 f ⊗X : X ⊗R F → Y ⊗R F も擬同型写像
である。

Proof. s ∈ Zを F t = 0 for t > sを満たすものとする。
整数 nを固定してHn(A⊗R F ) = 0を示そう。
テンソル複体A⊗R F の n次の項は sの定義より以下の形に書ける：

(A⊗R F )
n =

⊕
i≤s

An−i ⊗R F
i = (An−s ⊗R F

s)⊕ (An−s−1 ⊗R F
s−1)⊕ · · · ⊕ (An−i ⊗R F

i)⊕ · · ·
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微分 dA⊗F を以下の様に分けて書いておくことが証明の理解に役立つ：

0 0 0 0

· · · // An−s−1 ⊗R F
s

(−1)n−s−1A⊗dF

OO

dA⊗F // An−s ⊗R F
s

(−1)n−sA⊗dF

OO

dA⊗F // An−s+1 ⊗R F
s

(−1)n−s+1A⊗dF

OO

dA⊗F // An−s+2 ⊗R F
s

(−1)n−s+2A⊗dF

OO

// · · ·

· · · // An−s−1 ⊗R F
s−1

(−1)n−s−1A⊗dF

OO

dA⊗F // An−s ⊗R F
s−1

(−1)n−sA⊗dF

OO

dA⊗F // An−s+1 ⊗R F
s−1

(−1)n−s+1A⊗dF

OO

dA⊗F // An−s+2 ⊗R F
s−1

(−1)n−s+2A⊗dF

OO

// · · ·

· · · // An−s−1 ⊗R F
s−2

(−1)n−s−1A⊗dF

OO

dA⊗F // An−s ⊗R F
s−2

(−1)n−sA⊗dF

OO

dA⊗F // An−s+1 ⊗R F
s−2

(−1)n−s+1A⊗dF

OO

dA⊗F // An−s+2 ⊗R F
s−2

(−1)n−s+2A⊗dF

OO

// · · ·

注意：

(i) A⊗R F の項は斜めに直和すると得られる。

(ii) 微分の表記にコシュール符号規則は使っていない。使って書くと前の符号を省略できる。

n次の cocyclexは coboundaryであることを示せばいい。
A⊗R F の次数 nの要素 xはある j ≤ sが存在して j ≤ i ≤ sにたいして xi ∈ An−i ⊗R F

iが存在
して

x = xs + xs−1 + · · ·+ xj

とあらわせる。微分を上の図式の中で書く
(8-18)

0

xs //

OO

(dA ⊗ F )(xs) + (−1)n−s+1A⊗ dF (xs−1)

xs−1
//

OO

(dA ⊗ F )(xs−1) + (−1)n−s+2A⊗ dF (xs−2)

xs−2

OO

//

xが cocycleつまり dA⊗F (x) = 0というのは次が成り立つことと言い換えられる：

(dA ⊗ F )(xs) + (−1)n−s+1A⊗ dF (xs−1) = 0,

(dA ⊗ F )(xs−1) + (−1)n−s+2A⊗ dF (xs−2) = 0,

...

(dA ⊗ F )(xj+1) + (−1)n−jA⊗ dF (xj) = 0,

(dA ⊗ F )(xj) = 0.

F jは平坦なので複体A⊗R F
jは非輪状である。よって、(dA⊗F )(xj) = 0という仮定から、ある

yj ∈ An−j−1 ⊗R F
jが存在して

(8-19) (dA ⊗ F )(yj) = xj

を満たす。
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An−j+1 ⊗R F
j+1の要素 xj−1 − (−1)n−j−1(A⊗ dF )(yj)を考える。(dA ⊗ F )(xj+1 − (−1)n−j−1(A⊗

dF )(yj)) = 0が次の計算で分かる：

(dA ⊗ F )(xj−1 − (−1)n−j−1(A⊗ dF )(yj)) = (dA ⊗ F )(xj+1) + (−1)n−j(dA ⊗ F )(A⊗ dF )(yj))
= (dA ⊗ F )(xj+1) + (−1)n−j(A⊗ dF )(dA ⊗ F )(yj))
= (dA ⊗ F )(xj+1) + (−1)n−j(A⊗ dF )(xj)
= 0

F j+1 の平坦性より、上と同じ議論で、ある yj+1 ∈ An−j−2 ⊗R F j+1 で (dA ⊗ F )(yj−1) = xj+1 −
(−1)n−j−1(A⊗ dF )(yj)を満たすものが存在する.。この等式を書き変えると次になる

(8-20) xj+1 = (dA ⊗ F )(yj−1) + (−1)n−j−1(A⊗ dF )(yj)

同じ議論を繰り返すことで i = j + 2, · · · , sにたいしても yi ∈ An−i−1 ⊗R F
iで

(8-21) xi = (dA ⊗ F )(yi) + (−1)n−i(A⊗ dF )(yi−1)

を満たすものが存在することが分かる。
等式 (8-19),(8-20),(8-21)と F s+1 = 0をもちいると y := ys + ys−1 + · · · + yj が dA⊗F (y) = xを満

たすことが分かる。

8.7.1 平坦加群の複体の擬同型写像

定理 8.33. (1) F を平坦R加群の複体で上に有界かつ非輪状なものとする。

このとき、右R加群の複体N で上に有界なものにたいして複体N ⊗R F は非輪状である。

(2) F, F ′を平坦R加群の複体で上に有界かつ非輪状なものとする。Nを右R加群の複体で上に有界
なものとする。このとき、擬同型写像 f : F → F ′にたいしてN ⊗R f : N ⊗R F → N ⊗R F

′も
擬同型写像である。

Proof. (1) s ∈ Zを任意の t > sにたいしてF t = 0がなりたつものとする。短完全列 0→ Zs−1(F )→
F s−1 → F s → 0に補題 6.23を適用することで Zs−1(F )は平坦と分かる。下の短完全列を使うことで
帰納的に任意の i ∈ Zにたいして Zi(F )は平坦と分かる。

0→ Zi(F )→ F i → Bi+1(F )→ 0.

N が右R加群（0次にだけ項のある複体）の場合、上の観察と補題 6.23からN ⊗R F が非輪状と
分かる。
一般の場合（N が上に有界な複体の場合）には、加群の場合と定理 8.32の証明の議論を使えば

よい。

(2) 擬同型写像 f : F → F ′の写像錐 cn(f)は上に有界な平坦加群の非輪状複体である。(1)より
cn(N ⊗ f) ∼= N ⊗R cn(f)は非輪状なのでN ⊗ f は擬同型写像である。

9 Ext

9.1 定義

定義 9.1. nを非負整数とする。R加群M,N にたいして n次拡大群 ExtnR(M,N)を以下で定める：

Step 1. M の射影分解 ϵ : P →M とN の入射分解 λ : N → Iを選ぶ。

78



Step 2. Hom複体Hom•
R(P, I)の n次コホモロジー群として ExtnR(M,N)を定める：

ExtnR(M,N) := Hn(Hom•
R(P, I)).

• これは射影分解、入射分解の取り方に依らない。

命題 9.2. R加群M,N にたいしてM の射影分解 ϵ : P →M とN の入射分解 λ : N → Iを選ぶ。す
ると、誘導される複体の準同型写像

Hom•
R(P,N)

λ∗−→ Hom•
R(P, I)

ϵ∗←− Hom•
R(M, I)

は擬同型である。
よって、特に非負整数 nにたいして次の同型がある：

ExtnR(M,N) ∼= Hn(Hom•
R(P,N)) ∼= Hn(Hom•

R(M, I))

命題 9.3. R加群M,N にたいしてM の射影分解 ϵ : P →M とN の入射分解 λ : N → Iを選ぶ。す
ると、誘導される準同型写像

HomR(M,N)
ϵ∗◦λ∗
−−−→ Hom•

R(P, I)

は 0次コホモロジー群の同型を誘導する。つまり、次の同型が存在する：

Ext0R(M,N) ∼= HomR(M,N)

• 以下のこの同型によりこれら二つを同一視する。

9.1.1 関手性

定義 9.4. M,M ′, N,N ′をR加群とする。nを非負整数とする。

(1) R加群準同型写像 f : M → M ′にたいして Z加群準同型写像 f ∗ : ExtnR(M
′, N) → ExtnR(M,N)

を以下で定義する：

Step 1. M,M ′の射影分解 P →M, P ′ →M ′を選ぶ。

Step 2. f :M →M ′のリフト f̃ :M →M ′を選ぶ。

Step 3. Hom複体に誘導される複体の準同型写像 f̃ ∗ : Hom•
R(P

′, N)→ Hom•
R(P,N) の n次コホ

モロジー写像として
f ∗ : ExtnR(M

′, N)→ ExtnR(M,N)

を定義する。

(2) R加群準同型写像 g : N → N ′にたいして Z加群準同型写像 g∗ : Ext
n
R(M,N)→ ExtnR(M,N ′)を

以下で定義する：

Step 1. N,N ′の入射分解N → I,N ′ → I ′を選ぶ。

Step 2. g : N → N ′のリフト g̃ : I → I ′を選ぶ。

Step 3. Hom複体に誘導される複体の準同型写像 g̃∗ : Hom•
R(M, I) → Hom•

R(M, I ′) の n次コホ
モロジー写像として

g∗ : Ext
n
R(M,N)→ ExtnR(M,N ′)

を定義する。
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補題 9.5. nを非負整数とする。

(1) 加群の準同型写像 f :M →M ′, f ′ :M ′ →M ′′にたいして (f ′ ◦ f)∗ = f ∗ ◦ f ′∗ がなりたつ：

(f ′ ◦ f)∗ : ExtnR(M ′′, N)
f ′∗
−→ ExtnR(M

′, N)
f∗
−→ ExtnR(M,N)

(2) 加群の準同型写像 g : N → N ′, g′ : N ′ → N ′′にたいして (g′ ◦ g)∗ = g′∗ ◦ g∗ がなりたつ：

(g′ ◦ g)∗ : ExtnR(M,N)
g∗−→ ExtnR(M,N ′)

g′∗−→ ExtnR(M,N ′′)

補題 9.6. 等式 f ∗ ◦ g∗ = g∗ ◦ f ∗がなりたつ。より詳しくは、次の図式は可換である：

ExtnR(M
′, N)

f∗
//

g∗
��

ExtnR(M,N)

g∗
��

ExtnR(M
′, N ′)

f∗
// ExtnR(M,N ′)

9.2 Ext長完全列

定理 9.7. (1) R加群の短完全列 0→M
f−→M ′ f ′

−→M ′′ → 0から次の完全列が得られる：

0→HomR(M
′′, N)

f ′∗
−→ HomR(M

′, N)
f∗
−→ HomR(M,N)

∂−→ Ext1R(M
′′, N)→ · · ·

· · · → Extn−1
R (M,N)

∂−→ExtnR(M
′′, N)

f ′∗
−→ ExtnR(M,N)

f∗
−→ ExtnR(M,N)

∂−→ Extn+1
R (M ′′, N)→ · · ·

(2) R加群の短完全列 0→ N
g−→ N ′ g′−→ N ′′ → 0から次の完全列が得られる：

0→HomR(M,N)
g∗−→ HomR(M,N ′)

g′∗−→ HomR(M,N ′′)
∂−→ Ext1R(M,N)→ · · ·

· · · → Extn−1
R (M,N ′′)

∂−→ExtnR(M,N)
g∗−→ ExtnR(M,N ′)

g′∗−→ ExtnR(M,N ′′)
∂−→ Extn+1

R (M,N)→ · · ·

Proof. (1) 完全列の射影分解へのリフト（定理 8.5）をとり、補題 8.7を適用して得られるHom複体
の完全列のコホモロジー長完全列をとればよい。(2)も同様。

9.2.1 Ext群と射影加群、入射加群

命題 9.8. (1) R加群Mが射影的であるための必要十分条件は任意の加群NにたいしてExt1R(M,N) =
0が成り立つことである。

(2) R加群N が入射的であるための必要十分条件は任意の加群M にたいしてExt1R(M,N) = 0が成
り立つことである。

Proof. (1) （必要条件）M が射影加群とするとM 自身（を 0次にだけ項がある複体とみたもの）が
射影分解である。すると Hom複体 Hom•

R(M,N)は 0次にだけ項のある複体なので Ext1(M,N) =
H1(Hom•

R(M,N)) = 0を得る。

（十分条件）全射 R準同型写像 f : N → N ′をとる。N ′′ := Ker f とおく。完全列 0 → N ′′ →
N → N ′ → 0の Ext長完全列より、次の列は完全である：

HomR(M,N)
f∗−→ HomR(M,N ′)

∂−→ Ext1R(M,N ′′).

仮定より Ext1R(M,N ′′) = 0である。よって f∗は全射である。
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9.2.2 syzygy, cosyzygy

定義 9.9. (1) R加群M の1-st syzygy ΩM を射影加群からの全射 f : P →M の核と定める。

• 同型類も一意的には定まらない。射影安定圏の対象としては同型を除いて一意的に定まる。

(2) R加群M の1-st cosyzygy Ω−1M を入射加群への単射 f :M → Iの余核と定める。

• 同型類も一意的には定まらない。入射安定圏の対象としては同型を除いて一意的に定まる。
補題 9.10. M,N をR加群とする。

(1) 射影加群からの全射 f : P → M から誘導される短完全列 0 → ΩM → P → M → 0の Ext完全
列を考えることで、つぎの完全列と同型が得られる：

0→ HomR(M,N)→ HomR(P,N)→ HomR(ΩM,N)→ Ext1R(M,N)→ 0.

ExtnR(ΩM,N) ∼= Extn+1
R (M,N) for all n ≥ 1

二つ目の同型は連結準同型写像である。

(2) 入射加群への単射 f : N → Iから誘導される短完全列 0 → N → I → Ω−1N → 0の Ext完全列
を考えることで、つぎの完全列と同型が得られる：

0→ HomR(M,N)→ HomR(M, I)→ HomR(M,Ω−1N)→ Ext1R(M,N)→ 0.

ExtnR(M,Ω−1N) ∼= Extn+1
R (M,N) for all n ≥ 1

二つ目の同型は連結準同型写像である。

9.2.3 半単純環の Ext1をもちいた特徴づけ

命題 8.27と命題 10.9をあわせると次を得ます：

系 9.11. 環Rが半単純環であるための必要十分条件は任意の加群M,NにたいしてExt1R(M,N) = 0
が成り立つことである。

9.3 Ext1Rと短完全列

9.3.1 Ext1R(M,N)の記述

命題 9.12. R加群M,N の 1次 Ext群 Ext1R(M,N)は次の様に構成される Z加群と同型である：
(1) Step 1. 射影加群 P0からの全射 f0 : P0 →M をひとつ選ぶ。（系 6.3より存在する。）

Step 2. その核をM1と表し、自然な入射を gとおく。
ここまでで次の完全列が得られている：

(9-22) 0→M1
g1−−→ P0

f0−−→M → 0

Step 3. 写像 (g1)
∗ : HomR(P,N)→ HomR(M1, N)の余核は Ext1R(M,N)と同型である：

Ext1R(M,N) ∼= Cok[(g1)
∗ : HomR(P,N)→ HomR(M1, N)]

(2) Step 1. 入射加群 I0への単射 f 0 : N → I0をひとつ選ぶ。（命題 6.8より存在する。）

Step 2. その余核をN1と表し、自然な全射を g1とおく。
ここまでで次の完全列が得られている：

0→ N
f0

−−→ I0
g1−−→ N1 → 0

Step 3. 写像 (g1)∗ : HomR(M, I0)→ HomR(M,N1)の余核は Ext1R(M,N)と同型である：

Ext1R(M,N) ∼= Cok[(g1)∗ : HomR(M, I)→ HomR(M,N1)]
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9.3.2 1次米田拡大群 Ext1R(M,N)

定義 9.13. R加群M,Nにたいして集合Ext1R(M,N)を以下で定義し、これを1次米田Ext群と呼ぶ：

Step 1. M が右端、N が左端という形の完全列 ϵ : 0 → N → L → M → 0をN によるM の拡大と
呼ぶ。

Step 2. まず、Ẽxt1R(M,N)を拡大 ϵ : 0→ N → L→M → 0の集合7とする：

Ẽxt1R(M,N) := {0→ N → L→M → 0}.

Step 3. つぎに集合 Ẽxt1R(M,N)にたいして次の同値関係∼=を定める：
次の二つの拡大

ϵ1 : 0→ N
f1−−→ L1

g1−−→M → 0, ϵ2 : 0→ N
f2−−→ L2

g2−−→M → 0

が同値とは同型写像 ϕ : L1

∼=−→ L2が存在して ϕ ◦ f1 = f2, g2 ◦ ϕ = g1が成り立つことと定
める。

この同値関係というのは次の図式が可換であることを言っている：

0 // N
f1 // L1

ϕ
��

g1 //M // 0

0 // N
f2

// L2 g2
//M // 0

Step 4. 最後に、拡大の集合 Ẽxt1R(M,N)を上の同値関係で割った集合を Ext1R(M,N)と定める：

Ext1R(M,N) := Ẽxt1R(M,N)/ ∼= .

注意 9.14. ここでは集合として Ext1R(M,N)を定義しました。実はこの集合にアーベル群の構造を
導入することができます。つまり、二つの拡大 ϵ1, ϵ2にたいして、その和 ϵ1 + ϵ2を拡大の言葉を使っ
て定義することができます。

9.3.3

定理 9.15. 二つの集合 Ext1R(M,N), Ext1R(M,N)の間には以下で構成される全単射が存在する：

Φ : Ext1R(M,N)↔ Ext1R(M,N) : Ψ.

写像Φによる 0元の像は分裂短完全列（命題 5.12(3))の拡大類である。

注意 9.16. 注意 9.14で Ext1R(M,N)にもアーベル群の構造が入ると触れました。実際の定理はより
強くアーベル群の同型であることを主張します。

写像Φ,Ψの構成. 写像Φ : Ext1R(M,N)→ Ext1R(M,N)を作りましょう：

7「集合全体は集合をなさない」という難点があるので本当は集合ではないのですが、、、、、
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Step 1. 命題 9.12の完全列 (9-22)を持ってきます。

0→M1
g1−−→ P0

f0−−→M → 0.

Step 2. α ∈ Ext1R(M,N)を代表するHomR(M1, N)の要素 aをひとつとります。

Step 3. 準同型写像 ϕ :M1 → P0 ⊕N, ϕ(m1) := (g1(m1),−a(m1))の余核を Lとおきます。

Step 4. 自然な写像N → P0 ⊕N, P0 ⊕N → Lの合成写像N → Lは単射であり、余核はM と同型
であるとわかります。

これによりN によるM の拡大 ϵ : 0→ N → L→M → 0が得られました。

補足 次の可換図式があります。左側の四角形は push out 図式と呼ばれたりします。

0 //M1

a
��

g1 // P1

��

f0 //M // 0

0 // N // L //M // 0

Step 5. 写像Φによる αの像を上の拡大の拡大類として定義する：

Φ(α) := [ϵ].

写像Ψ : Ext1R(M,N)→ Ext1R(M,N)を作りましょう：

Step 1. 拡大 ϵ : 0→ N → L→M → 0を考えます。

Step 2. 命題 9.12の完全列 (9-22)を持ってきます。

0→M1
g1−−→ P0

f0−−→M → 0.

　

射影加群の性質（命題 6.1(1)）より、次の可換図式を得ます：

0 //M1

a
��

g1 // P0

b
��

f0 //M // 0

0 // N // L //M // 0

（より詳しくいうと、最初に射影加群の性質から右側の四角を可換にする bが得られます。つ
ぎに完全列の性質から左側の四角を可換にする aが得られます。）

Step 3. 準同型写像 a : M1 → N が得られました。これはつまりHomR(M1, N)の要素です。こいつ
の Ext1R(M,N)での剰余類を拡大類 [ϵ]のΨによる像と定めます：

Ψ([ϵ]) := [a].
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9.4 ホモロジー次元

9.4.1 射影次元、入射次元

定義 9.17. (1) R加群M の射影次元 pdimMを射影分解の長さの最小値と定める：

pdimM := inf{sup{i | Pi ̸= 0} | P•はM の射影分解 }

(2) R加群M の入射次元 idimMを入射分解の長さの最小値と定める：

idimM := inf{sup{i | I i ̸= 0} | I•はM の入射分解 }

例えば加群M が射影的であるための必要十分条件は pdimM = 0である。入射加群についても
同様である。

9.4.2 ExtnRを用いた射影次元、入射次元の測定

命題 9.18. R加群M にたいして次が成り立つ：

pdimM = sup{n | ∃N s.t. ExtnR(M,N) ̸= 0},
idimM = sup{n | ∃N s.t. ExtnR(N,M) ̸= 0}.

Proof. 射異次元に関する主張のみを示す。
n := pdimM, s := sup{· · · }とおく。
次を示せばよい：

(i) n ≥ s.

(ii) n ≤ s

(i) nは有限であるとしてよい。整数m > nをとる。長さ nの射影分解を使って Extを構成する
ことで任意のR加群N にたいして ExtmR (M,N) = 0がわかる。これにて (i)が示せた。

(ii) sは有限であるとしてよい。M の射影分解 ϵ : P → M をとってくる。s − 1番目の微分
ds−1 : Ps−1 → Ps−2の核をΩsM とおく。これは実際に syzygyを s回施したものである。次の列は完
全であることに注意しておく：

(9-23) 0→ ΩsM → Ps−1 → Ps−2 → · · · → P1 → P0 →M → 0.

補題 9.10より、任意のR加群N にたいして次の同型がある：

Ext1R(Ω
sM,N) ∼= Exts+1

R (M,N) = 0.

命題 10.9よりΩsM は射影加群である。よって、完全列 (9-23)は長さ sのM の射影分解である。

9.4.3 大域次元

命題 9.18を用いると射影次元の上限と入射次元の上限が Ext群により一致するとわかります。

定理 9.19. 環Rにたいして次がなりたつ：

sup{pdimM |MはR加群 } = sup{n | ∃M,N s.t. ExtnR(M,N) ̸= 0} = sup{idimM |MはR加群 }

定義 9.20. 環Rにたいして上の定理 9.19の値を大域次元と呼び gldimRと表す。

命題 8.27より、大域次元により半単純環が特徴づけられますね。

系 9.21. 環Rが半単純であるための必要十分条件は gldimR = 0である。
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10 Tor

10.1 定義

定義 10.1. nを非負整数とする。左R加群M ,右R加群N にたいして n次Tor群TorRn (N,M)を以
下で定める：

Step 1. M の左R加群の平坦分解 ϵF : F →M とN の右R加群の平坦分解 ϵG : G→ N を選ぶ。

Step 2. 複体G⊗R F の−n次コホモロジー群としてTorRn (N,M)を定める：

TorRn (N,M) := H−n(G⊗R F ) = Hn(G⊗R F ).

• これは平坦分解 F,Gの取り方に依らない。（下の補題 10.2で示す。）

補題 10.2. 定義 10.1においてTorRn (N,M)は平坦分解 F,Gの取り方に依らない。

Proof. M の射影分解 ϵP : P →M を選ぶ。定理 8.3（と証明中の注意）より、擬同型写像 f : P → F
が存在する。よって、定理 8.33より複体の準同型写像G⊗ f : G⊗R P → G⊗R F は擬同型である。
よって特に同型H−n(G⊗ f) : H−n(G⊗R P ) ∼= H−n(G⊗R F )が得られる。

F と異なる平坦分解F ′ →M をとっても、H−n(G⊗R P )を介してH−n(G⊗R F )とH−n(G⊗R F
′)

の同型を得る。

命題 10.3. 左R加群M ,右R加群N にたいしてM の左R加群の平坦分解 ϵF : F →M とN の右R
加群の平坦分解 ϵG : G→ N を選ぶ。
すると、誘導される複体の準同型写像

G⊗R M
G⊗RϵF←−−−− G⊗R F

ϵG⊗F−−−→ N ⊗R F

は擬同型である。
よって、特に非負整数 nにたいして次の同型がある：

TornR(N,M) ∼= H−n(G⊗R M) ∼= H−n(N ⊗R F )

命題 10.4. 左R加群M ,右R加群N にたいしてM の左R加群の平坦分解 ϵF : F →M とN の右R
加群の平坦分解 ϵG : G→ N を選ぶ。
すると、誘導される準同型写像

G⊗R F
ϵG⊗RϵF−−−−→ N ⊗R M

は 0次コホモロジー群の同型を誘導する。つまり、次の同型が存在する：

TorR0 (N,M) ∼= N ⊗R M.

• 以下のこの同型によりこれら二つを同一視する。

10.1.1 関手性

定義 10.5. M,M ′を左R加群とする。N,N ′を右R加群とする。nを非負整数とする。

(1) R加群準同型写像 f : M → M ′ にたいして Z加群準同型写像 TorRn (N, f) : TorRn (N,M) →
TorRn (N,M)を以下で定義する：

Step 1. M,M ′の射影分解 P →M, P ′ →M ′を選ぶ。
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Step 2. f :M →M ′のリフト f̃ :M →M ′を選ぶ。

Step 3. ⊗複体に誘導される複体の準同型写像N ⊗ f̃ : N ⊗R P → N ⊗R P
′ の−n次コホモロ

ジー写像として
TorRn (N, f) : Tor

R
n (N,M)→ TorRn (N,M)

を定義する。

(2) 右バージョン

補題 10.6. nを非負整数とする。

(1) 加群の準同型写像f :M →M ′, f ′ :M ′ →M ′′にたいしてTorRn (N, f
′◦f) = TorRn (N, f

′) TorRn (N, f)
がなりたつ：

TorRn (N, f
′ ◦ f) : TorRn (N,M)

TorRn (N,f)−−−−−−→ TorRn (N,M
′)

TorRn (N,f ′)−−−−−−→ TorRn (N,M
′′)

(2) 右バージョン。

補題 10.7. 等式 TorRn (N
′, f) ◦ TorRn (g,M) = TorRn (g,M

′) ◦ TorRn (N, f)がなりたつ。より詳しくは、
次の図式は可換である：

TorRn (N,M)
TorRn (N,f) //

TorRn (g,M)

��

TorRn (N,M
′)

TorRn (g,M ′)

��
TorRn (N

′,M)
TorRn (N ′,f)

// TorRn (N
′,M ′)

10.2 Ext長完全列

　

定理 10.8. (1) R加群の短完全列 0→M
f−→M ′ f ′

−→M ′′ → 0から次の完全列が得られる：

· · · → TorR1 (N,M)
∂−→ N ⊗R M

N⊗f−−−−−−−−→ N ⊗R M
N⊗f ′

−−−−−−−−→N ⊗R M
′′ → 0

· · · → TorRn+1(N,M
′′)

∂−→ TorRn (N,M)
TorRn (N,f)−−−−−−→ TorRn (N,M)

TorRn (N,f ′)−−−−−−→TorRn (N,M
′′)

∂−→ TorRn−1(N,M)→ · · ·

(2) 右バージョン。

Proof. (1) 完全列の射影分解へのリフト（定理 8.5）をとり、補題 8.7を適用して得られるHom複体
の完全列のコホモロジー長完全列をとればよい。(2)も同様。

10.2.1 Tor群と平坦加群

命題 10.9. (1) 左R加群Mが平坦であるための必要十分条件は任意の右R加群NにたいしてTor1R(N,M) =
0が成り立つことである。

(2) 右バージョン。
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Proof. (1)（必要条件）Mが平坦加群とするとM自身（を 0次にだけ項がある複体とみたもの）が平
坦分解である。すると複体N⊗RMは 0次にだけ項のある複体なのでTorR1 (N,M) = H1(N⊗RM) = 0
を得る。

（十分条件）右 R加群の単射 R準同型写像 f : N → N ′をとる。N ′′ := Cok f とおく。完全列
0→ N → N ′ → N ′′ → 0のTor長完全列より、次の列は完全である：

TorR1 (N
′′,M)

∂−→ N ⊗R M
f⊗M−−−→ N ′ ⊗R M

仮定よりTorR1 (N
′′,M) = 0である。よって f ⊗M は単射である。

11 体上の代数の両側加群

この節では kは体とする。
k代数Rにたいして包絡代数ReをRe := R⊗k R

opと定義するのだった。そして（k中心的）両
側R加群と（左）Re加群を同一視するのだった：

(r ⊗ s)m = rms

特に環R自身をRe加群と見做すことができる。
Re加群とみた時のRの射影次元はRの（左）大域次元を上から押さえる。つまり、次がなりたつ：

定理 11.1.
gldimR ≤ pdimRe R.

Proof. ポイントは以下の主張にあり、そこに基礎環 kが体であることを用いる。（より一般に半単純
可換環でよいことも証明を読めばわかる。）

主張 11.2. M を左R加群とする。

(1) 次の左R加群の同型がある：
Re ⊗R M ∼= R⊗k M

ただし右辺ではR⊗kM の左側の因子を使ってRの作用を定めている。（ここでは kは体でなく
ても良い。）

(2) P を射影的左Re加群とする。このとき P ⊗R M は射影的左R加群である。

（ただし、テンソル積は P を両側R加群とみてR上でテンソル積をとっている。）

Proof. (1)
Re ⊗R M ∼= (R⊗k R)⊗R M ∼= R⊗k M

(2)
kは体なので左 k加群としてM は自由である：M ∼= k⊕I . よって、

Re ⊗R M ∼= R⊗k M ∼= R⊗k (k
⊕I) ∼= R⊕I .

射影的Re加群 P はReの直和の直和因子なので、P ⊗R M は射影的左R加群である。

ϵ : P → RをRe加群としての射影分解とする。P にRを次数 1の所に添加した複体を P̃ とする。
P̃ は非輪状である。主張の右版より P̃ の各項は射影的右R加群である。よってこれは上に有界な射
影的右R加群の複体であり、とくに射影的 cofibrantである。よって、P̃ は右R加群の複体としては
可縮である（右R準同型写像である contracting homotopyが存在する）。
任意の左R加群M にたいして P̃ ⊗R M は k加群の複体として可縮である。特に非輪状である。
P̃ ⊗R M の 1次の項はM であり、その他の項は射影的左R加群である。よって、M の射影分解

P ⊗R M →M を得る。

87



12 Bar resolution, Bar construction

Kを体、Rを k代数とする。

定義兼補題 12.1. (1) K代数RのBar reolsution Br(R)とは次で定義されるR-R両側加群の複体で
ある：

• (項)

Br(R)n := Br(R)−n =

{
B⊗n+2 (n ≥ 0)

0 (n < 0)

ただしテンソル積は k上のテンソル積⊗ := ⊗kである。

• （要素の表記）
非負整数 n ≥ 0にたいして、

[r0|r1| · · · |rn+1] := r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ∈ R⊗n+2 = Br(R)n

と定める。（この縦棒による表記方法がBar resolutionという名称の由来らしい。）

• （微分の準備）正整数 n ≥ 1と i = 0, 1, . . . , n]にたいして dn,i : Br(R)n → Br(R)n−1を以下で
定める：

dn,i([r0|r1| · · · |rn+1]) = [r0|r1| · · · |ri−1|riri+1|ri+1| · · · |rn+1]

• （微分）正整数 n ≥ 1にたいして dn : Br(R)n → Br(R)n−1を

dn :=
n∑

i=0

(−1)idn,i

と定める。具体的に書くと次が定義である：

d([r0|r1| · · · |rn+1]) =
n∑

i=0

(−1)i[r0|r1| · · · |ri−1|riri+1|ri+1| · · · |rn+1]

(2) 添加写像 ϵ : Br(R)0 = R⊗K R→ Rを積写像と定める：

ϵ([a|b]) := ab.

写像 dnが両側R加群の準同型であることは明らかであるが、dn−1 ◦ dn = 0の証明は少し込み入っ
てる。そのための準備。具体的に要素の行き先を書いてみれば直ぐに分かるのでやってみましょう。

練習問題 12.2. n ≥ 2と i = 0, 1, . . . , n− 1, j = 0, 1, . . . , nが i < jを満たすとき次が成り立つ：

dn−1,i ◦ dn,j = dn−1,j−1 ◦ dn,i
注意 12.3. これは dn.iが単体的両側R加群の構造の一部を与えていることを言っている。

dn−1 ◦ dn = 0の証明.

dn−1 ◦ dn =
∑
i,j

(−1)i+jdn−1,i ◦ dn,j

=
∑
i<j

(−1)i+jdn−1,i ◦ dn,j +
∑
i≥j

(−1)i+jdn−1,i ◦ dn,j

=
∑
i<j

(−1)i+jdn−1,j−1 ◦ dn,i +
∑
i≥j

(−1)i+jdn−1,i ◦ dn,j

=
∑
k≥l

(−1)k+i+1dn−1,l ◦ dn,k +
∑
i≥j

(−1)i+jdn−1,i ◦ dn,j

= 0
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補題 12.4. 次が成り立つ：

(1) ϵ ◦ d1 = 0.

(2) ϵを Br(R)に添加した複体は右R加群（resp. 左R加群）の複体として可縮である。

特に非輪状である。

(3) 特に Br(R)はRの両側加群としての射影分解を与える。

Proof. (1)
(ϵ ◦ d1)([a|b|c]) = ϵ([ab|c]− [a|bc]) = abc− abc = 0.

(2) ここでは添加複体を Bで表す。特に B−1 = R, d0 := ϵである。
n ≥ −1にたいして右R加群準同型写像 hn : Bn → Bn+1を以下で定める：

hn([r0|r1| · · · |rn+1]) := [1|r0|r1| · · · |rn+1].

n < −1にたいしては hn = 0と定める。
すると、任意の nにたいして dn+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn = idBnが成り立つ。
n < −1の時は明らか。
n = −1の時、示すべきは等式は d0 ◦ h−1 = idRである。これは以下の様に示せる：

(d0 ◦ h−1)(r) = d0([1|r]) = r.

n > −1の時。合成をそれぞれ計算する：

hn−1 ◦ dn([r0|r1| · · · |rn+1]) =
n∑

i=0

(−1)i[1|r0|r1| · · · |ri−1|riri+1|ri+1| · · · |rn+1]

dn+1 ◦ hn([r0|r1| · · · |rn+1]) = dn+1([1|r0|r1| · · · |rn+1])

= [r0|r1| · · · |rn+1] +
n∑

i=0

(−1)i+1[1|r0|r1| · · · |ri−1|riri+1|ri+1| · · · |rn+1].

このことから dn+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn = idBnが従う。

(3) 非輪状であることは下部 Z加群の性質なので (2)より Br(R)はRの射影分解を与える。

練習問題 12.5. (2)の左加群版を証明しよう。上の証明と同様に単位元を使って縮約を構成する。今
度は左端に単位元を挿入すればいいが、ほんの少しだけ工夫が必要。

注意 12.6. (2)までは、Kが体であることを用いていない。
しかし、Br(R)n = Rn+2 = Re ⊗k R

⊗nが射影的Re加群でなければ、当然Br(R)はRの両側R加
群として射影分解にならないので (3)には kが体であることが効いている。（kが可換環の場合には
条件をRが k上射影的と緩めても良い。）

13 小分解 (small resolution)

定義 13.1. Rを環、M をR両側加群とし、T := TR(M)をM のR上のテンソル代数とする。
T 両側加群の複体Xと添加写像 µ;X → T を以下で定める：

• （項）

Xn :=


T ⊗R T (n = 0)

T ⊗R M ⊗R T (n = 1)

0 (n ̸= 0, 1)
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• （微分）n ̸= 1の時（必然的に）dn = 0である。ホモロジー次数 1次の微分を以下で定める：

d1 : T ⊗R M ⊗R T → T ⊗R T, a⊗m⊗ b 7→ am⊗ b− a⊗mb

ただし包含関係M ⊂ T をもちいてm ∈ M を T の要素とみなしたときの T の積 am,mbが値域に
あらわれている。

• （添加写像）
µ : T ⊗R T → T, a⊗ b 7→ ab

補題 13.2. 次が成り立つ：

(1) µ ◦ d1 = 0.

(2) µをXに添加した複体は右 T 加群（resp. 左 T 加群）の複体として可縮である。

特に非輪状である。

Proof. (1)は計算すればいいだけ。
(2) 添加複体を Y とおく：

Y : · · · → 0→ 0→ T ⊗R M ⊗R T
d1−−→ T ⊗R T

µ−−→ T → 0→ 0.

この複体の右R加群の複体としての収縮ホモトピー hを以下で構成できる：ホモロジー次数−1
では、

h−1 : T → T ⊗R T, a 7→ 1⊗ a.
ホモロジー次数 0 次の場合を扱うために準備をする。テンソル代数の定義から T の要素 a は

m1m2 · · ·mp, m1,m2 . . . ,mp ∈Mという形の要素の和である。よって、h0はm1m2 · · ·mp⊗b ∈ T⊗RT
の形の要素にたいして定義すればよい：

h0 : T ⊗R T → T ⊗R M ⊗R T, m1m2 · · ·mp ⊗ b 7→
p∑

q=1

m1m2 · · ·mq−1 ⊗mq ⊗mq+1 · · ·mp ⊗ b

ただし q = 1の時の項は 1⊗m1 ⊗m2 · · ·mpbである。
n ̸= −1, 0の場合は（必然的に）hn = 0である。
こうして構成した射 hが収縮ホモトピーであることは直接計算で示せる。示すべきは次の三つの

等式である：
h0 ◦ d1 = id, d1 ◦ h0 + h−1 ◦ µ = id, µ ◦ h−1 = id .
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