
∀X ⊂ Rをとり,任意に開被覆 {Uλ}λ∈Λ をとる.

∀x ∈ X に対し,∃λx ∈ Λ s.t. x ∈ Uλxこの Uλxは開なの
で ∃εx > 0 s.t. B(x; εx) ∈ Uλx

有理数の稠密性より ∃ε′x ∈ Q s.t. 0 < ε′x < εxであり,このと
き B(x; ε′x) ⊂ B(x; εx) ⊂ Uλx

また,さらに有理数の稠密性より ∃qx ∈ Q s.t. qx ∈ B(x;
ε′x
2 )が成り立つの

で x ∈ B(qx;
ε′x
2 )である

ここでX 上に x ∼ y
def⇐⇒ B(qx;

ε′x
2 ) = B(qy;

ε′y
2 )により定める同値関係を入

れると#X/∼ = #{B(qx;
ε′x
2 ) | x ∈ X} ≦ #{B(qx;

ε′x
2 ) | (qx, ε′x

2 ) ∈ Q2} = ℵ0

よってX/∼は高々可算.

∀[x] ∈ X/∼に対しある代表値 xをとり代表値全体の集合を Aとすると
#A = #X/∼ = ℵ0.

また ∀y ∈ X について ∃x ∈ A s.t. x ∼ yより y ∈ B(qx;
ε′x
2 )であ

り x ∈ B(qx;
ε′x
2 )と合わせて考えると |x− y| < ε′xとなるので

y ∈ B(x; ε′x) ⊂ Uλxが成り立つ.よって {Uλx}x∈AはX の部分被覆であって
#{Uλx}x∈A ≦ #A = ℵ0より高々可算.
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