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prop. A ⊂ ℝ ∶ 有界, 𝑘 > 0 に対し、𝑘A ≔ { 𝑘𝑎 ∣ 𝑎 ∈ A }とすると、 

{
sup(𝑘A) = 𝑘 sup A
inf(𝑘A) = 𝑘 inf A

 

pf. 

𝑠 = sup Aとすると、 

{
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠 ⋯ (𝑖)                              

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀 ⋯ (𝑖𝑖)

 

が成り立つ。
 

ここで、 𝑎 
∀ ∈ 𝑘A をとると、 

𝑘A の定義から 𝑎 
∃

0 ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑎 = 𝑘𝑎0 

ここで(𝑖)より、𝑎0 ≤ 𝑠 

∴ 𝑘 > 0 より、𝑘𝑎0 ≤ 𝑘𝑠 

∴ 𝑎 ≤ 𝑘𝑠  

以上より、 𝑎 
∀ ∈ 𝑘A, 𝑎 ≤ 𝑘𝑠  ⋯ (𝑖𝑖𝑖) 

 

次に、 𝜀 
∀ > 0 をとると、𝑘 > 0 より

1

𝑘
𝜀 > 0 だから 

(𝑖𝑖)より、 𝑎 
∃ ′ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎′ +

1

𝑘
𝜀 

∴ 𝑘 > 0 より、𝑘𝑠 < 𝑘𝑎′ + 𝜀 

ここで、𝑎 ≔ 𝑘𝑎′とすると、𝑎′ ∈ A より、𝑎 ∈ 𝑘A 

以上より、 𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ 𝑘A 𝑠. 𝑡. 𝑘𝑠 < 𝑎 + 𝜀  ⋯ (𝑖𝑣) 

 

(𝑖𝑖𝑖), (𝑖𝑣)より、 sup(𝑘A) = 𝑘𝑠 = 𝑘 sup A 

 

𝑓 = inf Aとすると、 

{
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓 ⋯ (𝑣)                               

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀 ⋯ (𝑣𝑖)
 

ここで、 𝑎 
∀ ∈ 𝑘A をとると、 

𝑘A の定義から 𝑎 
∃

0 ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑎 = 𝑘𝑎0 

ここで(𝑣)より、𝑎0 ≥ 𝑓 

∴ 𝑘 > 0 より、𝑘𝑎0 ≥ 𝑘𝑓 

∴ 𝑎 ≥ 𝑘𝑓  



以上より、 𝑎 
∀ ∈ 𝑘A, 𝑎 ≥ 𝑘𝑓  ⋯ (𝑣𝑖𝑖) 

 

次に、 𝜀 
∀ > 0 をとると、𝑘 > 0 より

1

𝑘
𝜀 > 0 だから 

(𝑣𝑖)より、 𝑎 
∃ ′ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎′ −

1

𝑘
𝜀 

∴ 𝑘 > 0 より、𝑘𝑓 > 𝑘𝑎′ − 𝜀 

ここで、𝑎 ≔ 𝑘𝑎′とすると、𝑎′ ∈ A より、𝑎 ∈ 𝑘A 

以上より、 𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ 𝑘A 𝑠. 𝑡. 𝑘𝑓 > 𝑎 − 𝜀  ⋯ (𝑣𝑖𝑖𝑖) 

 

(𝑣𝑖𝑖), (𝑣𝑖𝑖𝑖)より、 inf(𝑘A) = 𝑘𝑓 = 𝑘 inf A    ∎ 

 

(補足) 

A ⊂ ℝ ∶ 有界、𝑠, 𝑓 ∈ ℝ  に対し、 

𝑠 = sup A ⟺ {
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀
 

𝑓 = inf A ⟺ {
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀
 

である。 

pf. 
⋅ sup A 
(⟹) 

𝑠 = sup Aとする。 

𝑠は A の上界だから、 𝑎 
∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠 ⋯① 

 

¬( 𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀) 

即ち、 𝜀 
∃ > 0 𝑠. 𝑡. 𝑎 

∀ ∈ A, 𝑠 ≥ 𝑎 + 𝜀と仮定する。 

𝑠′ ≔ 𝑠 − 𝜀とすると、 

𝑎 
∀ ∈ A, 𝑠 ≥ 𝑎 + 𝜀より、𝑎 ≤ 𝑠 − 𝜀 = 𝑠′だから、 

𝑎 
∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠′となる。 

即ち、𝑠′は A の上界の一つである。 

ここで、𝜀 > 0 より、𝑠′ = 𝑠 − 𝜀 < 𝑠であるが、 

これは 𝑠 が A の最小上界であることに矛盾する。 

よって、 𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀は成り立つ。⋯② 

①、②より、 

𝑠 = sup A ⟹ {
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀
 

 

(⟸) 

𝑠 ∈ ℝ が以下を満たすとする。 



{
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠  ⋯③                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀  ⋯④
 

 

③より、𝑠は A の上界の一つである。 

 

𝑠より小さい A の上界𝑠′が存在すると仮定する。 

𝜀 ≔ 𝑠 − 𝑠′とすると、𝑠′ < 𝑠より、𝜀 = 𝑠 − 𝑠′ > 0 であり、𝑠′ = 𝑠 − 𝜀である。 

𝑠′は A の上界だから、 

𝑎 
∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠′ = 𝑠 − 𝜀  

∴ 𝑎 
∀ ∈ A, 𝑠 ≥ 𝑎 + 𝜀となるが、これは④に矛盾する。 

よって、𝑠 よりも小さな上界は存在しない。 

即ち、𝑠 は A の最小上界である。 

以上より、 

{
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀
⟹ 𝑠 = sup A 

 

以上より、 

𝑠 = sup A ⟺ {
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≤ 𝑠                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑠 < 𝑎 + 𝜀
 

 

⋅ inf A 
(⟹) 

𝑓 = inf Aとする。 

𝑓は A の下界だから、 𝑎 
∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓 ⋯⑤ 

 

¬( 𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀) 

即ち、 𝜀 
∃ > 0 𝑠. 𝑡. 𝑎 

∀ ∈ A, 𝑓 ≤ 𝑎 − 𝜀と仮定する。 

𝑓′ ≔ 𝑓 + 𝜀とすると、 

𝑎 
∀ ∈ A, 𝑓 ≤ 𝑎 − 𝜀より、𝑎 ≥ 𝑓 + 𝜀 = 𝑓′だから、 

𝑎 
∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓′となる。 

即ち、𝑓′は A の下界の一つである。 

ここで、𝜀 > 0 より、𝑓′ = 𝑓 + 𝜀 > 𝑓であるが、 

これは 𝑓 が A の最大下界であることに矛盾する。 

よって、 𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀は成り立つ。⋯⑥ 

⑤、⑥より、 

𝑓 = inf A ⟹ {
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀
 



 

(⟸) 

𝑓 ∈ ℝ が以下を満たすとする。 

{
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓  ⋯⑦                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀  ⋯⑧
 

 

⑦より、𝑓は A の下界の一つである。 

 

𝑓より大きい A の下界𝑓′が存在すると仮定する。 

𝜀 ≔ 𝑓′ − 𝑓とすると、𝑓′ > 𝑓より、𝜀 = 𝑓′ − 𝑓 > 0 であり、𝑓′ = 𝑓 + 𝜀である。 

𝑓′は A の下界だから、 

𝑎 
∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓′ = 𝑓 + 𝜀  

∴ 𝑎 
∀ ∈ A, 𝑓 ≤ 𝑎 − 𝜀となるが、これは⑧に矛盾する。 

よって、𝑓 よりも大きな下界は存在しない。 

即ち、𝑓 は A の最大下界である。 

以上より、 

{
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀
⟹ 𝑓 = inf A 

 

以上より、 

𝑓 = inf A ⟺ {
𝑎 

∀ ∈ A, 𝑎 ≥ 𝑓                             

𝜀 
∀ > 0, 𝑎 

∃ ∈ A 𝑠. 𝑡. 𝑓 > 𝑎 − 𝜀
   

∎
 


