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prop.  
ℝ 上の関数 𝑓(𝑥)と𝑎 ∈ ℝ に関して、𝑓(𝑥)が𝑥 = 𝑎で微分可能であるとき、 

lim
௛→଴

𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎 + ℎ)

ℎ
= 𝑓ᇱ(𝑎) ⋯ (∗) 

が成り立つことを示せ。また、(∗)の左辺の極限値は存在するが、 

𝑥 = 𝑎で微分可能でない関数 𝑓(𝑥)の例を 1 つ挙げよ。 
 

pf. 𝑓(𝑥)は𝑥 = 𝑎で微分可能だから、 

「 𝜀ଵ 
∀ > 0, 𝛿ଵ 

∃ (𝜀ଵ) > 0 𝑠. 𝑡. ℎ 
∀ ∈ ℝ൫0 < |ℎ| < 𝛿ଵ(𝜀ଵ)൯, ቤ

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ < 𝜀ଵ」 ⋯ ① 

ここで、 𝜀 
∀ > 0 をとり、𝜀ଵ ≔

1

3
𝜀とおくと、𝜀ଵ > 0 より、①を適用できる。 

よって、𝛿(𝜀) ≔
1

2
𝛿ଵ ൬

1

3
𝜀൰ > 0 とおくと、 ℎ 

∀ ∈ ℝ൫0 < |ℎ| < 𝛿(𝜀)൯に対して、 

0 < |ℎ| < 𝛿(𝜀) =
1

2
𝛿ଵ ൬

1

3
𝜀൰ < 𝛿ଵ ൬

1

3
𝜀൰ だから、 

ቤ
𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ <

1

3
𝜀 が成り立つ。 

また、0 < |ℎ| < |2ℎ| < 2𝛿(𝜀) = 𝛿ଵ ൬
1

3
𝜀൰ より、 

ቤ
𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎)

2ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ <

1

3
𝜀 も同様に成り立つ。 

よって、 

ቤ
𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎 + ℎ)

ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ 

= ቤ
𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑎 + ℎ) + 𝑓(𝑎)

ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ 

= ቤቊ2 ⋅
𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎)

2ℎ
− 2𝑓ᇱ(𝑎)ቋ − ቊ

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቋቤ 

≤ 2 ቤ
𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎)

2ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ + ቤ

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ 

< 2 ⋅
1

3
𝜀 +

1

3
𝜀 = 𝜀 

 

以上より、 

「 𝜀 
∀ > 0, 𝛿 

∃ (𝜀) > 0 𝑠. 𝑡. ℎ 
∀ ∈ ℝ൫0 < |ℎ| < 𝛿(𝜀)൯, ቤ

𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎 + ℎ)

ℎ
− 𝑓ᇱ(𝑎)ቤ < 𝜀」 

即ち、 lim
௛→଴

𝑓(𝑎 + 2ℎ) − 𝑓(𝑎 + ℎ)

ℎ
= 𝑓ᇱ(𝑎)が示された。■ 

 



次に、(∗)の左辺の極限値は存在するが、 

𝑥 = 𝑎で微分可能でない関数 𝑓の例を挙げる。 

𝑓(𝑥) ≔ ቐ
0 (𝑥 = 0)

1 (𝑥 ≠ 0)

 

 とすると、
 

lim
௛→଴

𝑓(2ℎ) − 𝑓(ℎ)

ℎ
= 0 となるが、𝑓は𝑥 = 0 で微分可能でない。 

以下にこれを示す。 
 
pf.  

𝜀 
∀ > 0 をとり、𝛿 ≔ 𝜀とおくと、 ℎ 

∀ ∈ ℝ(0 < |ℎ| < 𝛿)に対して、 

ቤ
𝑓(2ℎ) − 𝑓(ℎ)

ℎ
ቤ = ฬ

1 − 1

ℎ
ฬ = 0 < 𝜀 

即ち、 lim
௛→଴

𝑓(2ℎ) − 𝑓(ℎ)

ℎ
= 0 となる。 

 

一方、 𝑟 
∀ > 0 をとり、𝛿(𝑟) ≔

1

𝑟
とおくと、 

ℎ 
∀ > 0൫0 < |ℎ| < 𝛿(𝑟)൯に対して、ℎ > 0 より、0 < ℎ < 𝛿(𝑟) =

1

𝑟
だから、 

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
=

1

ℎ
> 𝑟 

ℎ 
∀ < 0൫0 < |ℎ| < 𝛿(𝑟)൯に対して、ℎ < 0 より、0 < −ℎ < 𝛿(𝑟) =

1

𝑟
だから、 

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
=

1

ℎ
< −𝑟 

以上より、 lim
௛→ା଴

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
= +∞, lim

௛→଴

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
= −∞となるから、 

lim
௛→଴

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
 は存在しない。即ち、 𝑓は𝑥 = 0 で微分可能でない。■ 


