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田村 一路 

A.5.7 

問 

𝑓をℝ上の連続関数とし、∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑥 −
1

𝑛
)とする。𝑓がℝ上一様連続ならば、関数

列(𝑓𝑛)は𝑓にℝ上一様収束することを示せ。また𝑓がℝ上一様連続でなく、(𝑓𝑛)が𝑓にℝ上一様

収束しない例を一つ挙げよ。 

 

証明 

[示すこと: 𝑓がℝ上一様連続ならば(𝑓𝑛)は𝑓にℝ上一 様収束する] 

| 𝑓はℝ上一様連続とする 

| [示すこと: (𝑓𝑛)は𝑓にℝ上一 様収束する 

    i.e. ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 > 0:∀𝑧 ∈ ℝ,∀𝑛 > 𝑁, |𝑓𝑛(𝑧) − 𝑓(𝑧)| < 𝜀] 

| | ∀𝜀 > 0をとる  

| | 𝑓は一様連続だから∃𝛿 > 0:∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ(|𝑥 − 𝑦| < 𝛿), |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀 

| | 𝑁 =
1

𝛿
とおく 

| | 𝛿 > 0だから𝑁 > 0である 

| | ∀𝑧 ∈ ℝ,∀𝑛 > 𝑁をとる 

| | |𝑓𝑛(𝑧) − 𝑓(𝑧)| = |𝑓 (𝑧 −
1

𝑛
) − 𝑓(𝑧)| 

| | 𝑥 = 𝑧, 𝑦 = 𝑧 −
1

𝑛
とおくと 

| | |𝑥 − 𝑦| =
1

𝑛
<

1

𝑁
= 𝛿 

| | よって|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀 

| | ゆえに|𝑓 (𝑧 −
1

𝑛
) − 𝑓(𝑧)| = |𝑓𝑛(𝑧) − 𝑓(𝑧)| < 𝜀 

| | よって(𝑓𝑛)は𝑓にℝ上一 様収束する 

  



𝑓がℝ上一様連続でなく、(𝑓𝑛)が𝑓にℝ上一様収束しない例 

𝑓(𝑥) = 𝑥2とおく 

𝑓はℝ上連続である 

 

[示すこと:𝑓は一様連続でない i.e. ∃𝜀 > 0:∀𝛿 > 0, ∃𝑥, 𝑦 ∈ ℝ(|𝑥 − 𝑦| < 𝛿): |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 𝜀] 

| 𝜀 = 1とおく 

| ∀𝛿 > 0をとる 

| 𝑥 =
𝛿

2
+

1

𝛿
, 𝑦 =

1

𝛿
とおくと|𝑥 − 𝑦| =

𝛿

2
< 𝛿 

| |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = |𝑥2 − 𝑦2| = |𝑥 − 𝑦||𝑥 + 𝑦| =
𝛿

2
(
𝛿

2
+

2

𝛿
) =

𝛿2

4
+ 1 ≥ 𝜀 

| よって𝑓はℝ上一様連続でない 

 

[示すこと:(𝑓𝑛)は𝑓にℝ上一様収束しない 

  i.e. ∃𝜀 > 0:∀𝑁 > 0, ∃𝑥 ∈ ℝ:∃𝑛 > 𝑁: |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ 𝜀] 

| 𝜀 = 2とおく 

| ∀𝑁 > 0をとる 

| 𝑥 = −𝑁 − 1とおく 

| 𝑛 = 𝑁 + 1とおく 

| |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |
1

𝑛2
−

2

𝑛
𝑥| = |

1

(𝑁+1)2
+ 2| ≥ 𝜀 

| よって(𝑓𝑛)はℝ上𝑓に一様収束しない 

 


