
問 B.3.3.(b)  𝑎は実数とする。3 次正方行列 A=൭
1 1 1
0 𝑎 𝑎ଶ

0 𝑎ଶ 𝑎ସ
൱について各問に答えよ。 

 ⑴ 行列式|A|を求めよ。 

 ⑵ |A|≠0 となる𝑎の条件を求めよ。 

 ⑶ A の余因子行列 Ã を求めよ。 

 ⑷ ⑵で得た条件を満たす𝑎について、A の逆行列Aିଵを求めよ。 

 ⑸ ⑵で得た条件を満たさない𝑎について、rank A, rank Ã を求めよ。 

 

 

[解] 

⑴ 第 1 列に関する余因子展開により、 

 |A|=อ
1 1 1
0 𝑎 𝑎ଶ

0 𝑎ଶ 𝑎ସ
อ=1・ቚ 𝑎 𝑎ଶ

𝑎ଶ 𝑎ସቚ=𝑎ହ－𝑎ସ 

 

⑵ ⑴より、|A|=𝑎ସ(𝑎 − 1) 

 𝑎は実数であるから、|𝐴|≠0 となるのは𝑎 ≠0, 1 のとき 

 

⑶ 余因子行列 Ã=[𝑎௜௝
∗ ]とすると、𝑎௜௝

∗ = (−1)௜ା௝ห𝐴௝௜หである。よって 

 𝑎ଵଵ
∗ =(−1)ଵାଵ ቚ 𝑎 𝑎ଶ

𝑎ଶ 𝑎ସቚ=𝑎ହ－𝑎ସ   𝑎ଵଶ
∗ =(−1)ଵାଶ ቚ

1 1
𝑎ଶ 𝑎ସቚ=−𝑎ସ+𝑎ଶ 

 𝑎ଵଷ
∗ =(−1)ଵାଷ ቚ

1 1
𝑎 𝑎ଶቚ=𝑎ଶ − 𝑎    𝑎ଶଵ

∗ =(−1)ଶାଵ ቚ0 𝑎ଶ

0 𝑎ସቚ =0 

 𝑎ଶଶ
∗ =(−1)ଶାଶ ቚ

1 1
0 𝑎ସቚ=𝑎ସ      𝑎ଶଷ

∗ =(−1)ଶାଷ ቚ
1 1
0 𝑎ଶቚ=−𝑎ଶ 

 𝑎ଷଵ
∗ =(−1)ଷାଵ ቚ

0 𝑎
0 𝑎ଶቚ=0      𝑎ଷଶ

∗ =(−1)ଷାଶ ቚ
1 1
0 𝑎ଶቚ=−𝑎ଶ 

 𝑎ଷଷ
∗ =(−1)ଷାଷ ቚ

1 1
0 𝑎

ቚ=𝑎 

 

以上より、余因子行列 Ã=൭
𝑎ହ − 𝑎ସ −𝑎ସ + 𝑎ଶ 𝑎ଶ − 𝑎

0 𝑎ସ −𝑎ଶ

0 −𝑎ଶ 𝑎

൱ 

 

⑷ ⑵より、|A|≠0 であるから、Aିଵ= ଵ

|୅|
Ã=

ଵ

௔ఱି௔ర
൭

𝑎ହ − 𝑎ସ −𝑎ସ + 𝑎ଶ 𝑎ଶ − 𝑎
0 𝑎ସ −𝑎ଶ

0 −𝑎ଶ 𝑎

൱ 

 

 



⑸ (ⅰ)𝑎 = 0のとき 

A=൭
1 1 1
0 0 0
0 0 0

൱   Ã=൭
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൱ 

   

よって rank A=1, rank Ã=0 

 

(ⅱ) 𝑎 = 1のとき 

A=൭
1 1 1
0 1 1
0 1 1

൱   Ã=൭
0 0 0
0 1 −1
0 −1 1

൱ 

 

A
  ቀ簡約化ቁ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 1 1
0 1 1
0 1 1

൱
  [ଵ]ି[ଶ]  
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 0 0
0 1 1
0 1 1

൱
  [ଷ]ି[ଶ]  
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 0 0
0 1 1
0 0 0

൱ 

 

Ã
  ቀ簡約化ቁ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

0 0 0
0 1 −1
0 −1 1

൱
  [ଵ]↔[ଷ]  
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

0 −1 1
0 1 −1
0 0 0

൱
  [ଵ]×(ିଵ)  
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

0 1 −1
0 1 −1
0 0 0

൱
  [ଶ]ି[ଵ]  
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

൱ 

 

よって rank A=2, rank Ã=1 

 

  (ⅰ), (ⅱ)より、rank A=ቐ
1  (𝑎 = 0 のとき)

2  (𝑎 = 1 のとき)
   rank Ã=ቐ

0  (𝑎 = 0 のとき)

1  (𝑎 = 1 のとき)
 


