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prop. 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 ((𝑥, 𝑦) ≠ (0,0))

 0   ((𝑥, 𝑦) = (0,0))

 

が原点で 

[1]連続 

[2]偏微分可能 

[3]全ての方向に対して方向微分可能 

[4]全微分可能 

[5]𝐶1級 

かどうかをそれぞれ判別せよ。 

 

[1]連続 

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃

(𝑟 > 0, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)) 

とおくと、 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |
(𝑟2 cos2 𝜃)(𝑟 sin 𝜃)

𝑟2(cos2 𝜃 + sin2 𝜃)
| = |𝑟 cos2 𝜃 sin 𝜃| ≤ 𝑟 → 0 (𝑟 → 0) 

∴ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 より、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で連続である。 

 

[3]方向微分 

(𝑎, 𝑏) 
∀ ∈ ℝ2((𝑎, 𝑏) ≠ (0,0))に対し、 

lim
𝑡→0

𝑓(𝑎𝑡, 𝑏𝑡) − 𝑓(0,0)

𝑡
= lim

𝑡→0

𝑡3𝑎2𝑏
𝑡2(𝑎2 + 𝑏2)

𝑡
= lim

𝑡→0

𝑎2𝑏

𝑎2 + 𝑏2
=

𝑎2𝑏

𝑎2 + 𝑏2
 

よって、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で全ての方向に対して方向微分可能である。 

 

[2]偏微分 

[3]において、(𝑎, 𝑏) = (1,0), (0,1)としても、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で方向微分可能であり、 

これはそれぞれ𝑥偏微分、𝑦偏微分であるから、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で偏微分可能である。 

 

[4]全微分 

𝑓(𝑥, 𝑦)が(0,0)で全微分可能であるとき、 



𝑓(ℎ, 𝑘) − 𝑓(0,0) = 𝑓𝑥(0,0)ℎ + 𝑓𝑦(0,0) + 𝑜 (√ℎ2 + 𝑘2)と書ける。 

ここで、𝑓(0,0) = 0 であり、 

[3]で(𝑎, 𝑏) = (1,0), (0,1)として、 

𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 0 だから、 

𝑓(ℎ, 𝑘) = 𝑜 (√ℎ2 + 𝑘2)となればよい。 

よって
𝑓(ℎ, 𝑘)

√ℎ2 + 𝑘2
=

ℎ2𝑘

(ℎ2 + 𝑘2)3/2
より、 

lim
(ℎ,𝑘)→(0,0)

ℎ2𝑘

(ℎ2 + 𝑘2)3/2
= 0 となればよい。 

ここで、(ℎ, 𝑘) → (0,0)の極限について、 

𝑘 = 𝑚ℎ(𝑚 ∈ ℝ)に沿って ℎ → 0 で(ℎ, 𝑘) → (0,0)となるとき、 

lim
ℎ→0

ℎ2(𝑚ℎ)

(ℎ2 + (𝑚ℎ)2)3/2
= lim

ℎ→0

𝑚ℎ3

(1 + 𝑚2)3/2ℎ3
= lim

ℎ→0

𝑚

(1 + 𝑚2)3/2
=

𝑚

(1 + 𝑚2)3/2
より、 

この極限は𝑚の値に依存するから、極限値は存在しない。 

よって、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で全微分可能ではない。 

 

[5]𝐶1級 

𝑓(𝑥, 𝑦)が𝐶1級であれば、𝑓(𝑥, 𝑦)は全微分可能であるが、 

[4]の結果より、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で全微分可能でないから、 

𝑓(𝑥, 𝑦)は𝐶1級でない。 


