
問. 原点(0,0)においては 0 で定義される関数𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥3+𝑦3

𝑥2+𝑦2について原点(0,0)で 

(1)連続性(2)偏微分可能性(3)方向微分可能性(4)全微分可能性(5)𝐶1級であるか 

を調べよ 

 

(1) 任意の単位ベクトル𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝑅2をとり、(𝑥, 𝑦) = (𝑠𝑢1, 𝑠𝑢2)(𝑠 ∈ 𝑅)とおく。 

このとき、(𝑥, 𝑦) → (0,0)は𝑠 → 0とみなせる。 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |
(𝑠𝑢1)3 + (𝑠𝑢2)3

(𝑠𝑢1)2 + (𝑠𝑢2)2
| = |

𝑠3(𝑢1
3 + 𝑢2

3)

𝑠2
| = |𝑠(𝑢1

3 + 𝑢2
3)| ≦ |𝑠| → 0(𝑠 → 0) 

よって lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0より、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で連続 

(2)(ⅰ)𝑥についての偏微分可能性 

 𝑓(𝑥, 0)(= 𝑥)の𝑥 = 0 での微分可能性を調べると 

lim
h→0

f(h,0)−f(0,0)

h
 = 1 より𝑓(𝑥, 0) は𝑥 = 0 で微分可能。 

よって、𝑓(𝑥, 𝑦) は原点で𝑥について偏微分可能。  

 

(ⅱ)𝑦についての偏微分可能性  

𝑓(0, 𝑦)(= 𝑦)の𝑦 = 0 での微分可能性を調べると 

  lim
k→0

f(0,k)−f(0,0)

k 
 = 1 より𝑓(0, 𝑘) は𝑦 = 0 で微分可能。 

よって、𝑓(𝑥, 𝑦) は原点で𝑦 について偏微分可能。 

 



(3)任意のベクトル𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝑅2 をとり、𝑓(𝑥, 𝑦) の原点における(𝑣1, 𝑣2) 方向の方向微分可能性を

調べる。 

lim
𝑡→0

𝑓(𝑡𝑣1,𝑡𝑣2)−𝑓(0,0)

𝑡
= lim

𝑡→0

(𝑡𝑣1)3+(𝑡𝑣2)3

(𝑡𝑣1)2+(𝑡𝑣2)2

𝑡
 = lim

𝑡→0

𝑡3(𝑣1
3+𝑣2

3)

𝑡3(𝑣1
2+𝑣2

2)
= lim

𝑡→0

(𝑣1
3+𝑣2

3)

(𝑣1
2+𝑣2

2)
=

𝑣1
3+𝑣2

3

𝑣1
2+𝑣2

2 

より𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)ですべての方向に対して方向微分可能 

 

(4)原点での全微分可能性を調べるには 

𝑓(ℎ, 𝑘) − 𝑓(0,0) = 𝑓𝑥(0,0)ℎ + 𝑓𝑦(0,0)𝑘 + 𝑜(√ℎ2 + 𝑘2) (ℎ, 𝑘) → (0,0)が成り立てばよい。 

また、𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 1, 𝑓(0,0) = 0と𝑜(√ℎ2 + 𝑘2)の定義から 

𝑓(ℎ,𝑘)−ℎ−𝑘

√ℎ2+𝑘2
= 0 (ℎ, 𝑘) → (0,0)が成り立つか調べればよい。 

𝑓(ℎ,𝑘)−ℎ−𝑘

√ℎ2+𝑘2
=

ℎ3+𝑘3

ℎ2+𝑘2−ℎ−𝑘

√ℎ2+𝑘2
=

ℎ3+𝑘3−ℎ3−𝑘3−ℎ2𝑘−ℎ𝑘2

(ℎ2+𝑘2)
3
2

=
−ℎ2𝑘−ℎ𝑘2

(ℎ2+𝑘2)
3
2

   (ℎ, 𝑘) → (0,0)  

ここでℎ = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑘 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑟 > 0, 0 ≦ 𝜃＜2𝜋) とおく。 

このとき、(ℎ, 𝑘) → (0,0)はr → 0とできる。 

lim
(ℎ,𝑘)→(0,0)

−ℎ2𝑘−ℎ𝑘2

(ℎ2+𝑘2)
3
2

= lim
𝑟→0

−(𝑟3𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃+𝑟3𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛2𝜃)

((𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃)2+(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃)2)
3
2

  

= lim
𝑟→0

−𝑟3(𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃+𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛2𝜃)

𝑟3 = lim
𝑟→0

(−𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛2𝜃) = −(𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛2𝜃)  

となり、この極限はθの値に依存するので極限値は存在しない。 

したがって𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で全微分可能でない。 

 

(5) 𝑓(𝑥, 𝑦)が𝐶1級であれば、𝑓(𝑥, 𝑦)は全微分可能であるが、(4)の結果より、𝑓(𝑥, 𝑦)は(0,0)で全微分可



能でないから、 𝑓(𝑥, 𝑦)は𝐶1級でない。 

 

としても良いが一応単体での証明も書く。 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦)の原点における連続性を調べる。 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 − (0,0)での𝑓(𝑥, 𝑦)の偏微分係数𝑓𝑥(𝑥, 𝑦)を求めると 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) =
3𝑥2(𝑥2+𝑦2)−2𝑥(𝑥3+𝑦3)

(𝑥2+𝑦2)2 =
𝑥4+3𝑥2𝑦2−2𝑥𝑦3

(𝑥2+𝑦2)2   

𝑓𝑥(0,0) = 1 から、極限 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 1が成り立てば連続。 

ここで𝑥 = 𝑟′𝑐𝑜𝑠𝛷, 𝑦 = 𝑟′𝑠𝑖𝑛𝛷(𝑟′ > 0, 0 ≦ 𝛷＜2𝜋) とおく。 

このとき、(𝑥, 𝑦) → (0,0)はr′ → 0とできる。 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥4+3𝑥2𝑦2−2𝑥𝑦3

(𝑥2+𝑦2)2 = lim
𝑟′→0

(𝑟′𝑐𝑜𝑠𝛷)4+3𝑟′4
(𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛𝛷)2−2𝑟′4

𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛3𝛷

((𝑟′𝑐𝑜𝑠𝛷)2+(𝑟′𝑠𝑖𝑛𝛷)2)2   

= lim
𝑟′→0

𝑟′4
(𝑐𝑜𝑠4𝛷+3(𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛𝛷)2−2𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛3𝛷)

𝑟′4   

= lim
𝑟′→0

(𝑐𝑜𝑠4𝛷 + 3(𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛𝛷)2 − 2𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛3𝛷)  

= 𝑐𝑜𝑠^4𝛷 + 3(𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛𝛷)2 − 2𝑐𝑜𝑠𝛷𝑠𝑖𝑛3𝛷  

よってこの極限は𝛷の値に依存するので極限値は存在しない。 

したがって𝑓𝑥(𝑥, 𝑦)は(0,0)で連続でない。 

(なお、𝑓𝑦(𝑥, 𝑦)についても𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑥)ゆえに同様に連続でないことが証明できる。) 

故に𝑓(𝑥, 𝑦)は𝐶1級でない。 

 

 



 


