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博士前期課程（修士課程）・数学専攻
筆答試験問題（専門分野）

数学専攻受験者に対する注意事項
(1) 数学専攻の専門分野の問題は 1ページ～7ページにあります．
(2) 数学 II-1～数学 II-16の問題の中から 3題を選択して解答して下さい．
(3) 解答用紙は，6枚配布します．
(4) 解答は，問題ごとに 2枚の解答用紙を用い，枠内に記入して下さい．解答用紙の
全てに，受験番号，氏名および問題番号を記入して下さい．また，問題ごとに何
枚中の何枚目かを記入して下さい．

(5) 配点は，各問題とも 50点です．
(6) 試験時間は，13:00～15:30です．
(7) 解答用紙は，白紙を含め全て提出して下さい．



専門分野の問題（数学）

次の数学 II-1 ～数学 II-16の問題の中から３題を選択して解答せよ（４
題以上解答しないこと）．解答用紙に選択した問題の番号を書き忘れない
ように注意せよ．

数学 II-1 Aを複素正方行列とし，λ, µを相異なる複素数とする．Aの固有多項式（特
性多項式）gA(t)が

gA(t) = (t− λ)5(t− µ)2

であるとする．Aの最小多項式を pA(t)とする．固有値 λ, µに対する固有空間の次元をそ
れぞれ nλ, nµとする．次の各問いに答えよ．

(1) pA(t) = (t− λ)3(t− µ)2，nλ = 2のとき，Aのジョルダン標準形を求めよ．

(2) pA(t) = (t− λ)4(t− µ)のとき，nλ, nµをそれぞれ求めよ．

(3) nλ = 4，nµ = 1のとき，pA(t)を求めよ．

(4) λ = 0，nλ = 2，nµ = 1のとき，A4のジョルダン標準形を求めよ．

数学 II-2 nを 3以上の整数とし，整数 kに対して 2次正則行列R(k), S(k)を

R(k) =

cos
2kπ

n
− sin

2kπ

n

sin
2kπ

n
cos

2kπ

n

 , S(k) =

cos
2kπ

n
sin

2kπ

n

sin
2kπ

n
− cos

2kπ

n


と定める．また，Rの元を成分とする 2次正則行列の全体がなす群GL(2;R)の部分集合
C,Dを

C = {R(k) | k ∈ Z}, D = {R(k), S(k) | k ∈ Z}

と定める．次の各問いに答えよ.

(1) CとDは群GL(2;R)の部分群であることを示せ．

(2) Cは位数 nの巡回群であることを示せ．

(3) DはR(1), S(0)で生成されることを示せ．

(4) 正整数 kに対して，R(k) と S(k)の位数を求めよ．

(5) nを奇数とする．群準同型写像 f : D → Cは自明なものしか存在しないことを示せ．
ただし，群準同型写像 f : D → Cが自明であるとは，Imf = f(D)が単位元のみか
らなることをいう．
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数学 II-3 Rを単位元 1を持つ可換環とし，Rにおいて 1 ̸= 0であるとする．Rに関す
る条件 (∗)を次で定義する．

(∗) Rの {0}でない任意のイデアル I, Jに対して，I ∩ J ̸= {0}が成り立つ．

このとき次の各問いに答えよ．

(1) Rが整域ならば，Rは条件 (∗)を満たすことを示せ．

(2) Kを体とするとき，K[x]/(x2)は条件 (∗)を満たすが，整域ではないことを示せ．た
だし，K[x]はK上の 1変数多項式環であり，(x2)は x2が生成するK[x]の単項イデ
アルを表す．

(3) Rのすべての素イデアルの共通部分をN とおく．Rが条件 (∗)を満たし，N = {0}
が成り立つとき，Rは整域であることを示せ．

(4) Kを体とするとき，K[x, y]/(xy)は条件 (∗)を満たさないことを示せ．ただし，K[x, y]

はK 上の 2変数多項式環であり，(xy)は xyが生成するK[x, y]の単項イデアルを
表す．

数学 II-4 q個の元からなる有限体を Fq と表す．F2 上の多項式 f(x), g(x)をそれぞれ
f(x) = x4 + x+ 1, g(x) = x4 + x3 + 1とし，f(x)の根の一つを αとする．次の各問いに
答えよ．

(1) f(x)は F2において既約であることを示せ．

(2) α は 15乗して初めて 1になることを示せ．

(3) g(x)の全ての根を αi (1 ≤ i ≤ 15)の形で表せ．

(4) F16 は F4 を含むか否か，理由を付けて答えよ．

(5) F16 は F8 を含むか否か，理由を付けて答えよ．

数学 II-5 実数 a に対して (−∞, a) = {x ∈ R | x < a} とおくとき，次の各問いに答
えよ．

(1) O = {∅,R} ∪ {(−∞, a) | a ∈ R} とおけばO は R の位相であることを示せ．

(2) 次の命題が成り立つならば証明を与え，成り立たなければ反例を挙げよ．「R の空で
ない部分集合 X は位相空間 (R,O) の部分空間として連結である」

(3) R の空でない部分集合 X が位相空間 (R,O) の部分空間としてコンパクトであるた
めには，X の最大値が存在することが必要十分であることを示せ．
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数学 II-6 Gauss 曲率が −1 である双曲平面上の測地正六角形について，一つの内角を
θ, 面積を S とするとき，次の各問いに答えよ．

(1) S を θ を用いて表せ．

(2) S = π となる時の θ を求めよ．

(3) θ が取り得る値の範囲を，理由を付けて答えよ．

数学 II-7 2 次元ユークリッド空間 R2 の標準座標系を {x, y} とする．R2 上の２つのベ
クトル場 X, Y を，

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

Y = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y

と定める．このとき，次の各問いに答えよ．

(1) ベクトル場Xのフロー {φt}を求めよ．

(2) ベクトル場 Y のフロー {ψs}を求めよ．

(3) ベクトル場Xと Y のブラケット積 [X,Y ]を計算せよ．

(4) ベクトル場Xとベクトル場 Y の和のベクトル場X + Y のフローを求めよ．

数学 II-8 3次元単体 σに対し，その 2次元辺単体 τ を任意に固定する．Kを σの辺単
体で次元が 1以下のもの全てと τ からなる集合とする．このとき次の各問いに答えよ．

(1) Kが単体的複体であることを示せ．

(2) Kの整係数ホモロジー群Hi(K)（i ∈ Z）を求めよ．

(3) 自然数 nに対し，Xnを平面R2から n点を取り除いて得られる空間とする．Xnと
Kの多面体 |K|がホモトピー同値であるような自然数 n が一意的に存在することを
示せ．
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数学 II-9 ユークリッド平面R2内の閉円板D = {(x, y) | x2+y2 ≤ 1}と円周S = {(x, y) |
x2 + y2 = 1}に対し，包含写像を i : S → Dとする．次の各問いに答えよ．必要ならば S

の基本群は既知のものとして用いて構わない．

(1) 任意の a ∈ Sに対し，D − {a}は可縮であることを示せ．

(2) 任意に a ∈ D − Sおよび b ∈ Sをとるとき，基本群 π1(D − {a}, b)を求めよ．

(3) SはDのレトラクトでないことを示せ．すなわち，連続写像 r : D → Sで，合成写
像 r ◦ iが S上の恒等写像であるようなものは存在しないことを示せ．

(4) 任意の同相写像 f : D → Dに対し，f(S) = Sであることを示せ．

数学 II-10 次の各問いに答えよ．

(1) an > 0 (n = 1, 2, . . .) かつ lim
n→∞

log(1/an)

log n
= s を満たす級数

∞∑
n=1

an は, s > 1ならば
収束し, s < 1ならば発散することを示せ.

(2) bn > 0 (n = 1, 2, . . .) かつ lim
n→∞

log(1/bn)

log n
= 1 を満たす級数

∞∑
n=1

bn で, 収束するもの
と発散するものの例をそれぞれ挙げよ.

数学 II-11 複素関数について，次の各問いに答えよ．ただし，i は虚数単位とする．ま
た，各単純閉曲線は正の方向に向きづけられているとする．

(1) f(z) =
eπ iz

z4 + 4
とする．

(i) 上半平面 {z ∈ C | Im z > 0} における各孤立特異点での f の留数の値を求め
よ．ただし，指数関数および三角関数は，できるだけ値を求めること．

(ii) R > 2 とし，CR を領域 {z ∈ C | |z| < R, Im z > 0} の境界とする．f を CR

に沿って積分することにより，I =

∫ ∞

0

cosπx

x4 + 4
dx の値を求めよ．

(2) g(z) =
1

z2 + 2
とし，C : |z| = 1 とする．整数 n に対して，an =

1

2πi

∫
C

g(z)

zn+1
dz

の値を求めよ．

(3) 方程式 cos z = z2 の |z| < 1 における相異なる解の個数を求めよ．
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数学 II-12 複素数を成分とする数列空間 lp (1 ≤ p ≤ ∞) を

lp =

x = (xk)
∞
k=1

∣∣∣ ∥x∥lp = ( ∞∑
n=1

|xk|p
)1/p

<∞

 , (1 ≤ p <∞),

l∞ =

{
x = (xk)

∞
k=1

∣∣∣ ∥x∥l∞ = sup
k∈N

|xk| <∞
}
,

により定める．このとき次の各問いに答えよ.

(1) 1 ≤ p <∞ に対して lp ⊂ l∞ となることを示せ．

(2) y = (yk)
∞
k=1, yk = (−1)k により写像

f(x) =
∞∑
k=1

xkyk, x = (xk)
∞
k=1 ∈ l1

を定める．このとき f が l1 の共役空間の元であることを示し，共役空間上のノル
ムを求めよ．

(3) l1 上の有界な点列で弱収束しないものを構成せよ．

数学 II-13 次の各問いに答えよ．ただし，関数 x(t) に対して x′ =
dx

dt
, x′′ =

d2x

dt2
と

する．

(1) 微分方程式 x′′ + (2− a)x′ − 2ax = e−t を考える．ただし a は実数の定数とする．

(i) 一般解を求めよ．
(ii) a = 1 のとき，x(0) = p, x′(0) = q を満たす解 x(t) が lim

t→∞
x(t) = 0 となるた

めの実数 p, q の条件を求めよ．

(2) 連立微分方程式 x′ = −y, y′ = 5x+ 2y の一般解を求めよ．

(3) 関数 x(t) が微分方程式 x′ + x2 +m(t)x+ n(t) = 0 を満たすとする．ただし m(t),

n(t) は連続関数とする．

(i) x(t) =
y′(t)

y(t)
のとき，関数 y(t) の満たす微分方程式を求めよ．

(ii) 微分方程式 x′ = (x−α)(β− x) の一般解を求めよ．ただし α, β は実数の定数
で α ̸= β とする．
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数学 II-14 f は R上のルベーグ可測関数で 0 ≤ f(x) < ∞ (x ∈ R) を満たすものとす
る. 整数 kに対して Ek = {x ∈ R | 2k ≤ f(x) < 2k+1} とおく. µ は 1次元ルベーグ測度を
表すものとし, µ に関する積分は

∫
· · · dx で表す. 次の各問いに答えよ．

(1) A = {x ∈ R | f(x) ̸= 0} とおくとき, 任意の x ∈ Rに対して

lim
n→∞

n∑
k=−n

1Ek
(x) = 1A(x)

が成り立つことを示せ. 但し, 集合 S に対して 1S(x)は, x ∈ S のとき 1, x ̸∈ S の
とき 0なる関数を表す.

(2) lim
n→∞

n∑
k=−n

∫
Ek

f(x) dx =

∫
R
f(x) dx が成り立つことを示せ.

(3)

∫
R
f(x) dx と lim

n→∞

n∑
k=−n

2kµ(Ek) はともに収束するかともに発散するかのいずれかで

ある. これを示せ.

数学 II-15 N 個の確率変数 X1, X2, . . . , XN と n = 1, 2, . . . , N に対し

Sn =
n∑

k=1

Xk, Mn = max
1≤k≤n

|Sk|

とおく．またM0 = 0とする．次の各問いに答えよ．

(1) 正の数 cに対し，等式
N∑

n=1

P(Mn−1 ≤ c < |Sn|) = P(MN > c)

を示せ．

(2) 正の数 aと n = 1, 2, . . . , N に対し，不等式
N∑

n=1

P(Mn−1 ≤ 2a < |Sn|, |SN − Sn| ≤ a) ≤ P(|SN | > a)

を示せ．

(3) X1, X2, . . . , XN は独立で，ある正の数 a, bに対し

P(|SN − Sn| ≤ a) ≥ b, 1 ≤ ∀n ≤ N

をみたすとき
P(MN > 2a) ≤ 1

b
P(|SN | > a)

が成り立つことを示せ．
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数学 II-16 U1, U2, U3は互いに独立に [0, 1]上の一様分布に従う. 次の各問いに答えよ.

(1) 確率変数X1, X2, X3を次のように定める.

X1 =

 1, U1 ≥
1

2
0, その他

X2 =

 1, U2 ≥
1

3
0, その他

X3 =

 1, U3 ≥
1

4
0, その他

このとき, X = X1 +X2 +X3の確率分布を求めよ.

(2) Y = U1 − 2U2 + U3とする. 0 < a < 4を満たす正数 aについて, 次の不等式が成り
立つことを示せ.

P (|Y | ≥ a) ≤ 1

2a2
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