
物理学 I-1 （75点）
円筒座標系は図 1に示すように (r,ϕ, z)を用いて表す直交座標系である．座標系の基底ベクト
ルは，それぞれ r̂, ϕ̂, ẑである．q̂記号は q方向の単位ベクトルを，q̇は qの 1階の時間微分を，q̈

は qの 2階の時間微分を，それぞれ表す．この問題では右手系を用いる．すなわち，円筒座標
系では位置ベクトル "sは，

"s = rr̂ + zẑ

と表せる．
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図 1: 円筒座標系

(1) 円筒座標系において速度 "vが次式となることを示せ．
"v = ṙ r̂ + r ϕ̇ ϕ̂ + ż ẑ ©1

(2) 円筒座標系において加速度"aが次式となることを示せ．
"a =

(
r̈ − r ϕ̇2

)
r̂ + (2ṙ ϕ̇+ r ϕ̈) ϕ̂ + z̈ ẑ ©2

=
(
r̈ − r ϕ̇2

)
r̂ +

1

r

[
d

dt

(
r2ϕ̇

)]
ϕ̂ + z̈ ẑ ©3

次に，図 2に示すような，滑らかな放物面の内側を運動する質量mの質点を考える．摩擦や空
気抵抗は考えなくてよい．放物面の対称軸は z軸と一致し，頂点を原点とする円筒座標を考え
る．一様な重力加速度 gが−ẑ方向に働いている．放物面の方程式は，

z = a r2 ©4

とする．ここで aは，長さの逆数の次元を持つ正の定数である．
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図 2: 滑らかな放物面の内側を運動する質点

高さ z0の位置で，放物面に沿って水平方向の初速度を質点に与えて射出する．
(3) 初速度の大きさがある値 vcのとき，図 2(a)のように質点は高さ z0を保持して z軸を中心
に円運動をする．vcを求めよ．

初速度の大きさを v0 (0 < v0 < vc)にすると，質点は図 2(b)のように放物面上を運動した．そ
の最高点は z0であり，最下点が存在する．この運動について以下の問いに答えよ．
(4) 質点の z軸周りの角運動量 h は保存する．その理由を簡潔に述べよ．そして hを求めよ．
(5) 質点が高さ zにあるときの運動エネルギーを角運動量 hと円筒座標を用いて表せ．また，
質点の力学的エネルギーEを求めよ．

(6) 最下点の高さを求めよ．最下点では ż = 0である．
次に，この質点の運動をラグランジアン Lを用いて調べる．
(7) 質点のラグランジアン Lと拘束条件（束縛条件）を記せ．
(8) λを未定乗数として，前問の拘束条件のあるラグランジュ方程式を記せ．
(9) ṙ2と λを，E, hを用いて求めよ．
(10) 前問の答えから，最下点の高さを求めよ．
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物理学 I-2 （75点）
真空の透磁率を µ0として以下の問いに答えよ．
(1) 図 1のように，無限に長い直線導線に定常電流 Iが流れている．導線の中心からの距離を

rとして，磁束密度の大きさを求めよ．
(2) 図 2のように，中心軸が z軸に平行な有限の長さの直線導線に定常電流 I が流れている.

この電流がつくる磁場は，電流素片がつくる磁場を積分することで求めることができる.

中心から rの距離の点Pにおける磁束密度の大きさBが，以下の式で表されることを，ビ
オ・サバールの法則を用いて示せ.

B =
µ0I

4πr
(cos θ1 + cos θ2) ©1

(3) 図 2の点 Pにおけるベクトルポテンシャルの向きは導線と平行であり，z方向成分Azは次式で表される. 導線上の電流素片からの寄与を積分することで，この関係式が成り立つ
ことを示せ.

Az =
µ0I

4π
log

√
r2 + l21 + l1√
r2 + l22 − l2

©2

(4) 図 2の点Pにおいて，©2 式のベクトルポテンシャルを用いて，問 (2)と等しい磁束密度が
導かれることを示せ.

(5) 図 3のように，間隔 dの無限に長い平行導線に定常電流 I が逆向きに流れている. それ
ぞれの導線からの距離が r1，r2である点Qを考える. 点Qにおけるベクトルポテンシャ
ルの大きさは，©2 式を 2本の導線に適応し，l1，l2を無限大にすることで導くことができる. このベクトルポテンシャルを用いて，磁束密度の大きさが以下の式で表されることを
示せ.

B =
µ0Id

2πr1r2
©3

(6) 導線間では，それぞれの電流がつくる磁場が他方の電流に力を及ぼす. 図 3の平行導線間
に作用する単位長さあたりの力の大きさを求めよ.

(7) 図 4のように，定常電流 I1が流れている無限に長い直線導線と, 定常電流 I2が流れている半径 aの円形コイルが同一平面内にある. 円の中心から直線導線までの距離は d (>a)

とする. 円形コイル内の微小面積を積分することで，円形コイルを貫く，電流 I1がつくる全磁束を求めよ.

(8) 図 4において，直線導線と円形コイルの間に働く力の大きさを求めよ.
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物理学 II-1 （75点）
　 x軸上をポテンシャル V (x)のもとで運動する質量m（m > 0）の粒子の定常状態を，V (x)

が無限井戸型ポテンシャルの場合と調和振動子ポテンシャルの場合について考える．プランク
定数を 2πで割ったものを h̄として，以下の問いに答えよ．
まず，V (x)が以下のような無限井戸型ポテンシャルの場合を考える．

V (x) =





0 (|x| < L)

∞ (|x| ≥ L)
©1

ただし L > 0とする．
(1) |x| < Lにおけるシュレーディンガー方程式を解き，定常状態のエネルギー固有値と波動
関数を全て求めよ．ただし，波動関数の規格化因子は未定のままでよい．

(2) 第 n励起状態のエネルギー固有値Enが
En =

h̄2π2(n+ 1)2

8mL2
©2

と表されることを示せ．また，第 n励起状態の波動関数が奇関数か偶関数か答えよ．た
だし，必要なら場合分けを行うこと．

(3) 第 n励起状態について，−L < x < Lの区間にある，粒子の存在確率が 0 となる点の個数
を求めよ．

以下のすべての問いでは，V (x)が調和振動子ポテンシャル
V (x) =

1

2
mω2x2 ©3

である場合について考える．ただし ω > 0とする．運動量演算子 P̂ と座標演算子 X̂ をもちい
ると，ハミルトニアン Ĥは

Ĥ =
P̂ 2

2m
+

1

2
mω2X̂2 ©4

と書かれる．消滅演算子を â =
√

mω
2h̄

(
X̂ + i

mω P̂
)と定義する．

(4) ハミルトニアンが Ĥ = h̄ω
(
â†â+ 1

2

)と表されることを示せ．
(5) â|0〉 = 0を満たす基底状態 |0〉をもちいて，第 n励起状態は |n〉 = 1√

n!

(
â†
)n |0〉 と書かれ

る．第 n励起状態のエネルギー固有値Enを求めよ．
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　 X̂|x〉 = x|x〉を満たす状態 |x〉をもちいて，任意の状態 |ψ〉の波動関数 ψ(x)は ψ(x) = 〈x|ψ〉
と表される．
(6) â|0〉 = 0 に注意して，基底状態の波動関数 ψ0(x) = 〈x|0〉を求めよ．ただし，規格化因子
は未定のままでよい．また，任意の状態 |ψ〉について 〈x|P̂ |ψ〉 = −ih̄ d

dx〈x|ψ〉が成り立つことをもちいてよい．
(7) 第 n励起状態の波動関数 ψn(x) = 〈x|n〉が

ψn(x) =
1√
n!
Hn(x)ψ0(x) , Hn(x) = (−1)n

(
h̄

2mω

)n
2 1
(
ψ0(x)

)2
dn

dxn

(
ψ0(x)

)2 ©5

と表されることを示せ．ただし，任意の可微分関数 f(x)について次の等式が成り立つこ
とをもちいてよい．

(
x− h̄

mω

d

dx

)
f(x) = −e

mωx2

2h̄
h̄

mω

d

dx

(
e−

mωx2

2h̄ f(x)
)

©6

(8) 第 n励起状態の波動関数が奇関数か偶関数か答えよ．ただし，必要なら場合分けを行う
こと．

(9) 第 1励起状態と第 2励起状態のそれぞれについて，粒子の存在確率が 0となる x軸上の点
の座標を求めよ．

(10) 第 n励起状態について，粒子の存在確率が 0となる x軸上の点の個数が問 (3)の答えに一
致することを示せ．ただし，Hn(x)が xの n次多項式であることと，可微分関数に関する
次の性質をもちいてよい．実数に値を取り lim

x→+∞
f(x) = lim

x→−∞
f(x) = 0 を満たす可微分

関数 f(x)について，f(x) = 0となる実数 xが k個存在するとき， d

dx
f(x) = 0となる実数

xは少なくとも (k + 1)個存在する．
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物理学 II-2 （75点）
一様な重力下に無限に長い円筒容器を鉛直に立て，質量mのN 個の粒子よりなる理想気体

を容器に入れる．重力加速度を g，容器底面の面積をA，底面からの高さを zとすると，気体
のハミルトニアンHは，各粒子の運動量 piと位置 riによって，

H =
N∑

i=1

[
p2
i

2m
+ U(ri)

]
, U(r) =

{
mgz (rが容器の中)

∞ (rが容器の外)
©1

で与えられる．気体は古典統計力学にしたがうとし，温度 T の熱平衡状態にあり，kBをボルツマン定数，hをプランク定数として，以下の問いに答えよ．
(1) 気体の分配関数Zが次式で与えられることを示せ．

Z =
1

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2 (kBT

mg
A

)N

©2

(2) 任意の 1粒子が高さ zで見出される確率を考慮して，高さ zの気体の数密度n(z)を求めよ．
(3) 気体の内部エネルギーEを求めよ．
(4) 気体の熱容量Cを求めよ．熱容量Cを，箱に閉じ込めた粒子数N 個の重力のない理想気
体の定積熱容量と比較し，違いを考察せよ．

容器内の高さ zにおける微小高さ "

(
# kBT

mg

)
の小空間の気体について考える．気体の粒子

数をNi，体積を v = A"，重力による位置エネルギーを一定として，以下の問いに答えよ．
(5) 小空間の気体のヘルムホルツの自由エネルギー Fiを，T, v,Niを用いて求めよ．Niは十分大きいとして，スターリングの公式 lnNi! ≈ Ni lnNi −Niを用いてよい．
(6) 小空間の気体の圧力 Piを Fiから計算し，問 (2)の結果を用いて高さ zの圧力 P (z)を求
めよ．

(7) 小空間の気体の化学ポテンシャル µを温度 T と高さ z = 0の圧力 P0を用いて求め，高さ
zによらず一定であることを示せ．

(8) 任意の高さ zにおいて小空間の気体が平衡を保つ条件を説明し，条件を満たしていること
を示せ．

3


	am0
	力学_NK
	電磁気_20250717

