
ジャンプ拡散過程の長時間挙動
研究内容 
リーマン多様体上に、マルコフ過程を構成しその挙動を研究する。 

リーマン多様体……曲がった空間（例　球面、上半平面、トーラス） 
マルコフ過程……未来の状態の確率が過去の情報に依存せず、現在の状態のみによって決定
する。（例　ランダムウォーク、ブラウン運動） 
長時間挙動 
●既約性……任意の領域に侵入する確率が０ではない。（どこにでも行くことができる） 
●再帰性……任意の領域に無限回侵入する。 
●過渡性……任意の領域に有限回しか侵入しない。 
●保存性……有限時間内で無限遠点に発散しない。 

設定 
1. ……向き付可能で連結な完備リーマン多様体（ 次元） 
2. ……一点コンパクト化 
3. ……正規直交枠束 
4. ……射影 
5. ……距離関数 
6.  
7. ……断面曲率 
8. ……Brown 運動 

9. ……Lévy 測度　つまり　 を満たす測度 

10. ……Poisson random 測度、  
11. ……水平Lévy過程,   水平Lévy過程が満たす確率微分方程式 

 

12.  
……爆発時刻 
……First hitting time 

……Last exit time 

M m
M̂ = M ∪ {∂M}
O(M )
π : O(M ) → M
dist( ⋅ , ⋅ ) : M × M → [0,∞)

r( ⋅ ) := dist(o, ⋅ )

K

{Bt = (B1
t , ⋯, Bm

t ); 0 ≤ t < ∞}

ν(dz) ∫ℝm
0

(1 ∧ |z |2 )ν(dz) < ∞

N(dz, ds) Ñ (dz, ds) := N(dz, ds) − ν(dz)ds

{Ut ∈ O(M ); 0 ≤ t < e}

dUt = σ
m

∑
i=1

Hi(Ut−) ∘ dBi
t+η∫|z|≤1

(Ξz
1(Ut−) − Ut−) Ñ (dz, ds)

+κ∫|z|>1
(Ξz

1(Ut−) − Ut−)N(dz, ds)

{Xt := πUt ∈ M; 0 ≤ t < e}
e := inf{t > 0; Xt = ∂M}
TD := inf{t > 0; Xt ∈ D}

σD := sup{t > 0; Xt ∈ D}

定義 
既約性……  

再帰性……  

過渡性……  

保存性……

ℙx[TD < ∞] > 0, ∀x ∈ M

ℙx[σD = ∞] = 1, ∀x ∈ M

ℙx[σD < ∞] = 1, ∀x ∈ M

ℙx[e = ∞] = 1, ∀x ∈ M

仮定 
1. は回転対称 
2. と表せ、 は連続かつ 。 

3. に密度関数 が存在する。つまり、 。 

4. が について 級で、かつ
　を満たす に関する可積分関

数が存在する。 
5. 負の定数 が存在し、 を満たす。 
6. 負の定数 が存在し、 を満たす。

ν(dz)

ν(dz) = h(z)dz h h > 0

Xt p(t, x, y) ℙx[Xt ∈ D] = ∫D
p(t, x, y)Vol(dy)

p(t, x, y) x ∈ M C2

|∇x log p(t, x, y) | ≤ G1(t, y), |∇x ∇x log p(t, x, y) | ≤ G2(t, y) y ∈ M

β < 0 K < β

α, β < 0 α ≤ K ≤ β

主結果 
補題1.　 
仮定1,2,3,5を満たすとする。正の定数 が存在して、  が

全ての で成り立つ。ただし、 ,   

 である。 

補題2. 
仮定1,2,3,4を満たすとする。 と定義する。このとき、は次のうちどれ

か一つを満たす。 
(i)  
(ii)  
(iii)  

補題3. 
仮定1,2,3,6を満たすとする。 を固定する。 とする。正の

定数 が存在して、 　が全ての で成り立つ。 

定理1. 
仮定1,2のもと、 は既約的である。 

定理2. 
仮定1,2,3,5のもと、 は過渡的である。 

定理3. 
仮定1,2,3,4,6のもと、 は保存的である。

C1 > 0 r(Xt) ≥ r(x) + Wt + Mt + C1t

t ≥ 0 Wt := ∫
t

0
⟨∇r(Xs−), dBs−⟩

Mt := ∫
t

0 ∫ℝm
0

{r ∘ ξUs−z(Xs−) − r(Xs−)} Ñ (dz, ds)

j(x) = ℙx[e = ∞] j

j = 1

j = 0

0 < j < 1

δ > 0 τ := inf{t > 0; r(Xt) ≤ 2δ}

C2 > 0 r(Xt) ≤ r(x) + Wt + Mt + C2t t < e ∧ τ

{Xt}

{Xt}

{Xt}

応用 

ユークリッド空間上のBrown運動のpythonによるシミュレーション

応用 

ポアンカレの上半平面上のBrown運動、計量： 、※ の一例 ds2 =
dx2 + dy2

y2
K = − 1
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